Problemas

Problem 1. Sea ABCD un cuadrado y M el punto medio de AD. Los
puntos E, F estdn en el segmento BM de modo que AE 1. BM yCF | BM.
Demuestra que CE = DF.

Problem 2. El conjunto A contiene 989 nimeros naturales mayores o iguales
que 1 y menores o iguales que 2021. Prueba que A contiene dos nimeros a
y b tales que a + b es divisible por 43.
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Problem 3. Prueba que existe un maltiplo de cuya representacion dec-

imal contiene solo digitos 1 y 2.

Problem 4. 65 puntos del plano son seleccionados de modo que ellos deter-
minan exactamente 2021 rectas diferentes. Prueba que al menos 4 de estos
puntos son colineales.

Problem 5. El pentagono ABCDE es ciclico y AB = BD. Las rectas BC'
y ED se intersectan en P y las rectas AC' y BE se intersectan en Q. Prueba
que PQ || AD.

Problem 6. Sea p,(z) el polinomio ménico con raices —n, 3, =51

donde n es un niumero natural. Prueba que la suma de los coeficientes de las
potencias pares de x y la suma de los coeficientes de las potencias impares de
x son ambos enteros.

Problem 7. Sea n > 1 un nimero natural y sea
A, = {x € Nlmcd(xz,n) # 1}

el conjunto de todos los numeros naturales n que no son primos relativos
con n. Decimos que n es interesante si para todos x,y € A, se cumple que
x+1y € A,. Encuentra todos los niumeros interesantes.

Problem 8. Sea I el incentro del AABC' y § la circunferencia circunscrita
a dicho tridangulo. La circunferencia de centro en A y radio Al corta a ) in
M, N. Demuestra que la recta M N es tangente a la circunferencia inscrita
del NABC.



Soluciones

Solucién 1

Sean X =BMNCDeY =ABNCF.
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Veamos que M D || BC'y MD = %BC’ de donde M D es paralela media
en el AXBC lo que implica que D es punto medio de la hipotenusa

CX en el triangulo rectangulo CFX y de esta forma obtenemos que
DX =DC = DF.

Por otra parte 90 = ZABM + /M BC = ZBCY + ZM BC, de donde
LABM + ZBCY.

Utilizando el punto anterior es facil(a.l.a.) ver que AMAB = AY BC,
de donde Y es el punto medio de AB.

Como YF || AE tenemos que YF es paralela media en AAFEB, de
donde F' es punto medio de EB.

El punto anterior garantiza que BC = C'F.

Combinando el primer y el ultimo punto obtenemos el resultado deseado. [

Solucion 2

Primeramente notemos que 2021 = 43 - 47.

Sea Ay = {43,86,...,2021} los multiplos de 43 menores o iguales que 2021.
Sea A; el subconjunto de {1,2,...,2021} formado por los 47 ntimeros que
dejan resto 1 y los 47 ntimeros que dejan resto 42.



Sea A, el subconjunto de {1,2,...,2021} formado por los 47 ntimeros que
dejan resto 2 y los 47 ntimeros que dejan resto 41.

Asi sucesivamente. Sea Ag; el subconjunto de {1,2,...,2021} formado por
los 47 ntimeros que dejan resto 21 y los 47 nimeros que dejan resto 22.
Veamos que 988 = 21 %47 + 1. Por principio del palomar en cualquier sub-
conjunto A de 989 elementos o bien tengo al menos 2 de Ay o bien tengo
al menos 48 de alguno de los A;(1 < i < 21). En ambos casos tendria dos
nimero cuya suma es multiplo de 2021. 0]

Solucion 3

Veamos que 12 =43, 112 =8« 14, 2112 = 16 * 132.

Para todo n existe un multiplo de 2" formado por los digitos 1y 2 y
con exactamente n cifras.

Demostracion: Procediendo por induccién. El inicio lo tenemos. Supong-
amos que es cierto para n = k, esto es, existe x con k cifras formado por los
digitos 1 y 2 tal que 2%|x.

Sea z = 2Fm.

Si m es impar entonces y = 1z = 10" + x = 10F + 2¥m = 2%(5* + m) es
divisible por 2F+1,

Si m es par entonces y = 2r = 2 10F + = 2 10F + 2%m = 28(2- 58 +m) es
divisible por 2F+1. O

Solucion 4

Vemos que en total tenemos (625) = 2080 parejas de puntos.



En la siguiente matriz,

rectay rectas rectazo21
P1,P2 aii a2 cee 41,2021
D1,P3 az a2 . a2,2021
D64,P65 (2080,1 a2080,2 --- @2080,2021

tenemos una columna para cada recta y una fila para cada pareja de puntos.
La entrada correspondiente es 1 si ambos puntos de la fila pertenecen a la
recta que determina la columna y 0 en otro caso.

Primeramente veamos que en cada fila hay exactamente un 1, de donde la
suma total de las entradas de la matriz es 2080 ().

Supongamos que no hay cuatro puntos colineales. Esto implica que en cada
recta hay, o bien 2, o bien 3 puntos. Veamos que si una recta contiene 2 su
respectiva columna suma 1 y si una recta tiene 3 puntos su respectiva columna
suma 3. La suma total es impar!!! Estamos sumando una cantidad impar de
nimeros impares. Esto tltimo contradice (x), de donde como minimo hay 4
puntos colineales.

O

Solucién 5




o Veamos que AB = BD implica que EB es bisectriz del ZAED, de
donde
/PEB=/DEB=/BFEA=/BCA

y tenemos que PEQC' es ciclico.

e De lo anterior tenemos que
/PQC =/PEC = /DEC = Z/DAC

lo que implica que PQ || AD.

Solucion 6

Escribamos P(z) = (z + n) (:v + %) (:v + %) Sea M la suma de los coe-
ficientes de las potencias pares de P y N la suma de los coeficientes de las
potencias impares de P.

Veamos que P(—1) = 0, lo que implica que M — N = 0.
Veamos que M + N = P(1) = (1 +n) (1 + %) (1 + ﬂ) - (2n>

n

1) eg par para todo n € N.
(>") es par p

Demostracion: en un conjunto de 2n elementos los subconjuntos de tamano
n vienen en pares.
)

El problema concluye notando que M = N = ~5> € Z. O

Solucion 7

Si n tiene es de la forma p* entonces es interesante.




Demostracién: Sea n = p*. Si x,y € A, entonces med(z,p*) # 1y
med(y,p*) # 1 de donde plx y ply lo que implica que p|x + y, de donde
med(z +y,p*) # 1y entonces x +y € A,.

Si n tiene 2 o0 mas divisores primos entonces no es interesante.

Demostracion: Sea n = p{'py?---pp* con k > 2.
Veamos que por el teorema chino de los restos existen x e y tales que

r=1 (mod p;)
r=0 (mod ps)
1 (mod p;) para todo 2 < i < k.

y=0 (mod p)
y=1 (mod ps)
y=1 (mod p;) para todo 2 <1 < k.

Estd claro que pi|z y pa|y de donde ambos pertenecen a A,,.
Por otra parte

r+y=1 (mod p;)
r+y=1 (mod py)
r+y=2 (mod p) para todo 2 < i < k.

Como p; > 5 para todo 2 < ¢ < k tenemos que = + y no es divisible por
ninguno de los factores primos de n por tanto no esta en A, lo que implica
que m no es interesante.

Combinando ambos claims concluimos que los niimeros interesantes son
los de la forma p* con p primo.
O
Solucién 8

En la figurasea X = MNNABeY = MN N AC.
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Sea ¢ la inversion centrada en A con radio AI. Veamos que ¢p(M) = M
y ¢(N) = N lo que implica que ¢(£2) es la recta de M N, de donde

¢(X)=By¢(Y)=C.
Lo anterior implica que BXY C' es ciclico, de donde ZAXY = ZACB.

Veamos ahora que AX - AB = AI?, lo que implica que ZAIX =
ZIBA = ZB/2. Usando esto tenemos que

/BXI = /BAI + ZAIX = /AJ2+ /B/2.

Combinando los dos puntos anteriores obtenemos que /BX1[ = /I XY,
de donde X1 es bisectriz del ZY X B, por tanto I es el A—excentro del
NAXY , lo que implica que la inscrita del AABC' coincide con la A-
exinscritra del AAXY lo que demuestra el resultado.

O



