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Dia 1.

Problem 1. Para un entero positivo n denotamos d(n) a la cantidad de divisores positivos de
n. Demostrar que para todo par de enteros positivos a,b se cumple que

d(a) + d(b) < d(med(a,b)) + d(mem(a, b))

y determinar para cudles parejas de enteros (a,b) se cumple la igualdad.

Problem 2. Sea ABC' un tridangulo y sean M y N los puntos medios de AB y AC' respecti-
vamente. Dado un punto D en BC, sean P y @ las intersecciones de DM y DN con AC y
AB respectivamente. Sea R la interseccion del circuncirculo de PAQ con el circuncirculo de
NAM. Si K es el punto medio de AR, demostrar que /M KN = 2/BAC.

Problem 3. Sea O un punto fijo en el plano. Se tienen 2024 puntos rojos, 2024 puntos verdes
y 2024 puntos azules en el plano distintos de O, tales que para cualesquiera dos colores, la en-
volvente convexa de los puntos de dichos colores contiene a O. Decimos que un punto rojo, un
punto azul y un punto verde forman un tridngulo boliviano si dicho tridangulo contiene al punto
O. Determinar el mayor entero positivo k tal que sin importar como se ubiquen los puntos,
stempre hay al menos k triangulos bolivianos.
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Problem 4. Se colorean algunos puntos del plano de rojo de manera que si P y Q) son dos
puntos rojos, y X es un punto tal que el tridngulo PQX tiene dngulos de 30°,60°,90° (en
algin orden) entonces X es también rojo. Si los vértices ABC' de un tridngulo son todos rojos,
demuestra que el baricentro de ABC' también es rojo.

Problem 5. En un pizarron estin escritos algunos enteros positivos tales que no hay un entero
positivo k > 1 que los divida a todos. Un movimiento consiste en escoger dos niumeros a y b del
pizarron y reemplazarlios por a — b y 2b. Encontrar todos los conjuntos de niumeros que pueden
estar escritos inicialmente, para los que se puede lograr que luego de una cantidad finita de
movimientos, todos los niumeros escritos en el pizarron sean iquales.

Problem 6. Determinar todos los conjuntos A de enteros positivos con la siguiente propiedad:
A es infinito, y siempre que a,b € A y a > b, entonces |3] € A, donde |x| denota la parte
entera de x.
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Soluciones

Solucién 1 (Karla Yisel Ramirez). Separemos el problema en casos:

e Caso 1: a|b (Anélogamente b|a)

Sabemos que med(a,b) = a y mem(a,b). De donde
d(a) + d(b) = d(mcd(a,b)) + d(mem(a,b)).
Por lo que los a y b de esta forma representan casos de igualdad.

Caso2:a by fa
Sean:

x z
a=[]p " IIr
i=1 =1
Y z
b=[Ta" " ]!
=1 =1

Con p;, m; v q; primos distintos Vi; oy, B;, 7i, 0; € N mayores que 1y =, y, 2 € N.
Entonces:

:HOéiH%
=1 i=1
Y z

:HﬁiH(Si

d(mcd(a, b)) Hmm Vis 0;)

d(mem(a, b)) l_lozZ Hﬁz Hmax Vi, 0i)

Por la simetria respecto a a y b asumamos sin pérdida de la generalidad que = < y.

— Si 2 = 0 tenemos que [[7_; v # [I;_; min(7s,d;), de lo contrario se contradice que
a fb. Entonces existe al menos un i para el cual v; > 9;.
Sea X conjunto de indices i tales que v; > §;, y Y el conjunto de indices ¢ tales
que 9; > ;. Sabemos que X no es vacio, y si todos los elementos de Y cumplen la
igualdad entonces [[?_; §; > 2 dado que b fa, por lo que podemos asegurar que

Yy
<H5¢H5¢— H’Yz‘)(H%— H&) >0
i=1 €Y i€y i€X i€X
esto es equivalente a

IENICIEERIENID >H%+H@H5

=1 €Y ieX €Y i€X

Lo que nos asegura que

d(mem(a, b)) + d(med(a, b)) > d(a) + d(b)

3
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— Siz # 0 entonces [[7_; ; > 2y [[L_, 5; > 2, de donde

T Y z

z T z Y z
H o H B H max(y;, ;) + H man(~y;, §;) > H o H max(vy;, 0;) + 2( H B — 1) H mazx(7;, 6;)
=1 =1 =1 i=1 =1 i=1 i—1 i—1

X z Yy z
> [[ e [T max(vi, ) + 1 Bi [] maz (v, 6:)
i=1 i=1 i=1 i=1
T z Y z
>[Ja: [T+ 116116
i=1 7 =1 =1

1

Entonces d(mem(a, b)) + d(med(a, b)) > d(a) + d(b).

Nota: En el dltimo paso se usé que si m,n > 2, entonces mn > m + 2n — 2.

Solucion 2. En la figura sea T' de modo que PAQT es un paralelogramo y sea S la interseccién
de las diagonales de dicho paralelogramo. Sea L el punto medio de M N.

P

TeBCySeMN.
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Demostracion. Veamos que aplicando Menelao en el AABC' con secante N() tenemos que
NC-BD-AQ ]
AN -CD-BQ
de donde % = %. Analogamente % = % y concluimos que 2—8 = %. El teorema de

Thales o tranversales implica que la paralela por P a AB y la paralela por () a AC se cortan
en BC.
Ahora, S es el punto medio de AT por tanto pertenece a la paralela media M N. O

AR es simediana del AMRN.

Demostracion. Veamos que

/QPR=/QAR = /MAR = /MNR

LRQP = ZRAN = ZRMN

de donde ARQP ~ ARMN o equivalentemente, hay una spiral similarity centrada en R que
manda PQ a NM.

Veamos ahora que ZSPR = ZRN R, aqui usamos el claim previo, de donde PN RS es ciclico
y entonces ZPRS = ZPNM.

De la semejanza tenemos que ZNRL = ZPRS y combinandolo todo

/NRL =/PRS = /ANM = ZARM
de donde AR es simediana del AMRN. ]

Lemma 1. En un tridngulo ABC sea AL la cuerda de (ABC') determinada por la A-simediana.
Entonces el punto medio de dicha cuerda pertenece a (OBC).

Demostracién. Sabemos por el lema de la simediana que las tangentes a (ABC') por By C
se cortan en 1" que pertenece a la simediana.
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Como N punto medio de la cuerda ZONT = 90, lo que implica que N € (OCTB). n

El problema es inmediato luego del segundo claim y el lema previo.

Solucién 3 (Sebastian Lozada). Veamos el siguiente resultado

Dados 5 puntos A, B, C, X, O en el plano con O en el interior de ABC', entonces O esta
en el interior de XAB, XBC o XCA.

Demostracién. En la figura si

o X estd en la zona verde O esta contenido en XAB.
o X estd en la zona roja O esta contenido en XBC.

e X estd en la zona azul O estd contenido en XAC.

]

Tomemos, sin pérdida de generalidad dos puntos verdes, V7, V5. Definamos ahora los con-
juntos
A ={Aaml [0 € AV}, [A|=«a
Ay ={Aaml |0 ¢ AVVa}, |4y =5
R, = {R rojo |0 € RV} V,}, |Ri| =0
Ry = {R rojo |0 ¢ RV} V,}, B = w

Teniendo en cuenta que o + 3 = 6 + w = 2024 demostremos el siguiente claim

Hay al menos aw + (36 tridngulos bolivianos.
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Demostracién. Tomemos A € A, y R € R,, esto implica por el Claim 3.1 que O € ARV,
6 O € ARV,. Por tanto para la pareja A, R existe al menos 1 verde que forma un triangulo
boliviano. Andlogamente para A € A, y R € R, por tanto hay al menos aw + 30 parejas A, R
distintas cada una con al menos 1 triangulo boliviano. O]

Si {a, B} # {2024,0} 6 {0,w} # {2024,0} entonces hay al menos 2024 tridngulos boli-
vianos.

Demostracién. Supongamos que {a, 5} # {2024,0} (el otro caso es andlogo), sean entonces

a=1012+Fk B=1012—k  —1011 <k <1011
0=1012+p, w=1012—p,  —1012<p <1012

Por el Claim 3.2 sabemos que hay al menos aw + 6 tridngulos bolivianos

aw + B0 = (1012 + k)(1012 — p) + (1012 — k)(1012 + p)
=2(1012% — kp) )
> 2(10122 — (1011)(1012))
= 2024

Veamos ahora el siguiente resultado

Si hay menos de 2024 triangulos bolivianos entonces no hay ninguno.

Demostraciéon. Supongamos que existe una configuracién con menos de 2024 triangulos boli-
vianos, entonces por el Claim 3.3

{a, B} = {2024,0} y {6,w} = {2024,0}. (2)

Sia=w=00a=w= 2024 por la ecuacién (1) tendrfamos al menos 20242 triangulos, por
tanto podemos asumir que

a=0yp=w. (3)

Supongamos que existe un tridngulo boliviano A;R;Vi. Sabemos que de los 2024 tridngulos
A R\Vi, ARV, ... AagaaR1 V1 al menos uno no es boliviano, sea este A, R;V].
Sean las regiones

Sy = {X |O S leRl}
Sy ={X |0 € XAR,}
Sp={X |0 € XViA,}

Caso 1: Ay ¢ Sy N Sk.
Sin pérdida de generalidad sea Ay € Sy y Ay ¢ Sg.
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Veamos que el nimero de tridngulos bolivianos AAR es mayor que cero, por el (2) son 2024,
entonces (3) implica que el ntimero de tridngulos AAV que no son bolivianos es 0. ¢

Caso 2: A, € Sy N Sk.
Sin pérdida de generalidad sea A, € Sy y Ay ¢ Sg.

Vi

Si existe A; € (Sy USg)\ (SyNSg). Descartamos Ay, y usamos A; para caer en el caso anterior.
Si existe A, € Sa, A, esta fuera de la recta A;OA; porque no hay 3 azules colineales. En este
caso descartamos A;ViR; y usamos A, V)R, con Aj para caer en el caso anterior.

Hemos llegado en cualquier caso a una contradiccion por tanto la suposicién de que existe un
triangulo boliviano es falsa. O]

Demostremos nuestro ultimo claim.

Si no hay triangulos bolivianos entonces alguna de las capsulas convexas, AV, VR, AR
no contiene a O.

Demostraciéon. Asumamos que no hay triangulos bolivianos.

Entre todos los posibles dngulos en O formados por colores distintos, sin pérdida de generalidad
sea ZV1OR; el mayor. Veamos que no puede medir 180° porque con cualquier azul formaria
un triangulo boliviano.

Sean S, S5, S3, 54 las regiones determinadas por las rectas V0 y R1O como muestra la figura
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Tomemos un punto azul A.

A € S, contradice la maximalidad del angulo
A € 55 contradice la maximalidad del angulo

A € 57 implica que Vi R; A es boliviano

de donde todos los azules estan en Sj.

Veamos dos casos.

Caso 1: no hay verdes en S; N Sy ni rojos en Sy N Sy.

No hay verdes en S; por la maximalidad del dngulo. Si todos los verdes estan en Sy \ S la
capsula convexa AV no contiene a O. Podemos asumir que hay algun verde V5 en el interior
de 57, andlogamente hay algin rojo Ry en el interior de 5.

Veamos ahora que O € Vi1VoR; v O ¢ VaRyR;.

Ry
v, :
S
Sy 1) Sy
141 Ss R
Esto contradice el Claim 3.3 y (3).
Caso 2: Hay algun verde en S; NSy o algun rojos en S; N Sy.
Asumamos que hay un verde V5, en S N Ss.
S
Va
Sy o Sy
Vi S5 R

Si hay un rojo R en S; U .Sy, tomamos cualquier azul A y entonces uno de los triangulos
VoRA,ViRA es boliviano. Todos los rojos estan en S3 U Sy lo que implica que la capsula
convexa RA no contiene a O. O
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Veamos que Claim 3.5 implica que hay al menos 1 triangulo boliviano y entonces Claim 3.4
implica que por lo menos hay 2024.
Finalmente veamos la siguiente configuracién

Ay i

‘/2024

Vs

B Ra024

o No hay 3 colineales.
o Las 3 capsulas convexas posibles continen a O.

» Hay exactamente 2024 tridngulos bolivianos, los formados con cualquier rojo y Ay, Vj.

Solucién 4 (Ricardo Miguel Molano). Demostremos el siguiente claim

Teniendo 2 puntos rojos, su punto medio también es rojo.

Demostracion. Sean A, B dos puntos rojos. Sea X tal que ZXAB = 30° y ZXBA = 60°,
por tanto X es rojo.

Sea Y el simétrico de A con respecto a X, por simetria,Y es rojo.

Sea Z la reflexion del punto X con respecto a BY. Por simetria Z es rojo.

Ahora, ZABX = /XBY = /Y BZ = 60° por tanto Z esta en la recta AB y como /BXY =
£ZBZY = 90° se tiene que BXY Z es ciclico, de donde ZXZB = ZXY B = 30° (1).

10
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Sea M el punto medio de AB. Como MX = MB tenemos que ABMX es equilatero y
entonce ZXMZ = 60° (2).
Por (1),(2) M es rojo. O

Teniendo 2 puntos rojos, los 2 puntos que dividen al segmento que forman en 3 partes
iguales son rojos.

Demostraciéon. Sean A, B dos puntos rojos. Sea C' tal por ZBAC = 30° y ZBCA = 60°, por
tanto C' es rojo.

Sea X el punto medio de A, por el claim anterioir X es rojo.

Sea N € AB tal que ZNXA = 90°, por tanto N es rojo.

Veamos que ABXC' es equilatero lo que implica que

LNXB =/ZNXC - ZBXC =90° — 60° = 30°

LNBX = /NBC — ZXBC = 90° — 60° = 30°
de donde AN X B es isosceles y XN = NB (1).

11
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30°
60°

C

Por otra parte sea M el punto medio de AN, por el claim anterior M es rojo.
Como ZNAX = 30° sabemos que XN = NM = MA (2).
Combinando (1) y (2) tenemos que N, M trisecan AB y hemos concluido la demostracion del
claim . ]

Para concluir veamos que si M es el punto medio del lado AB del AABC, por el primer
claim M es rojo.

Sea G el baricentro del AABC, como % = 2 por el segundo claim G es rojo y queda
finalizado el problema.

Solucién 5 (Dan Vancea). Sea S la suma a; + ay + - - - + a,, + . Probaremos que los z tales
que se pueda cumplir el objetivo son aquellos que cumplen S = 2¥(n + 1) para k > 0.

S es constante a lo largo de la secuencia de movimientos.

Demostracion. Después de un movimiento a y b se sustituyen por a — b y 2b. Luego a + b =
(a — b) 4+ 2b, y como el resto de niimeros no cambian, S es constante. [

S = 28(n +1),

Demostraciéon. Supongamos que al final de la secuencia de movimientos tenemos que todos
los niimeros son z. Luego S es la suma de z, n + 1 veces, 0 S = z(n + 1).

Veamos que ocurre si z = 2¥m con m > 1y 2 fm. Sea p un primo tal que p | m. Luego p | z.
Es facil ver que sip# 2, p|ay p|bentonces p|a—0by p|2b Ademds, también es cierto lo
opuesto: sip|a—byp|2b, p|bpuesp#2 asiquep| (a—>)+b=a. Estoimplica que si al
final todos son multiplos de p, también lo serian al inicio y esto contradice la condicién inicial
del problema, de donde z = 2*. O

12



(o) OLIMPIADA
3 ( IBEROAMERICANA pe
3 MATEMATICA

T A

P03

Para todo conjunto de nlimeros ay, as, . . ., a,, x tal que S = 2¥(n+1) existe una secuencia
de movimientos finita que acabe con todos ellos iguales.

Demostraciéon. Probaremos esto utilizando induccion sobre k. Para ello utilizamos un algo-
ritmo para conseguir la secuencia de movimientos. En cada paso, hacemos unos movimientos tal
que todos los nimeros sean pares. Sean by, bs, ..., b,,y los nimeros después de los movimientos.
Una vez hemos logrado esto,afirmamos que la secuencia de movimientos restantes es aquella que

hace que %1, %2, ey %", 2 acabe en ntimeros iguales. Esta secuencia tiene suma % =21 (n+1),
asi completando el paso inductivo.
Para el caso k = 0, puesto que ay,as,...,a,,x son n + 1 enteros positivos y su suma es

n + 1, todos han de ser 1, en cuyo caso todos son iguales y hemos terminado.

Ahora describimos el algoritmo. FEste consiste en escoger dos ntimeros impares diferentes
y aplicar un movimiento sobre ellos. La cantidad de ntimeros impares es par por la paridad
de S (pues asumimos k > 0), asi que con cada movimiento eliminamos 2 nimeros impares y
eventualmente los reduciremos a 0.

Supongamos que en algun momento todos los niimeros impares sean iguales (sea w este
ndimero impar), en cuyo caso no podemos aplicar un movimiento entre dos de ellos.

Caso 1: Existe un par p # 2w.

Caso 1.1:Si w > p tomando w, p cambiamos a w — p, 2p que mantiene la cantidad de impares
pero en el siguiente paso tomamos, w — p, w cambiamos a p,2(w — p) que son ambos pares y
de esta formas se reduce la cantidad de impares.

Caso 1.2: Si w < p tomando w, p cambiamos a p —w, 2w que mantiene la cantidad de impares
pero en el siguiente paso tomamos, p — w,w y se reduce la cantidad de impares puesto que
p # 2w.

Caso 2: Todos los niimeros pares son iguales a 2w. Probamos que esto no es posible
utilizando el argumento anterior de los primos: Si w > 1 existe un p impar que divide a w, asi
que como todos los nimeros son divisibles entre p, también lo eran al principio y tenemos una
contradiccion. Si w = 1, la suma de j unos y n + 1 — j doses se halla entre n + 1y 2(n + 1),
asi que no es posible que S sea de la forma 2%(n + 1).

Luego siempre es posible ejecutar el algoritmo, y solamente para todo conjunto de niimeros
ai,ds, . .., 0y, que cumpla a; +ag + -+ - + a, +x = 28(n + 1) para k > 0 se puede encontrar
una secuencia finita de movimientos tal que los nimeros acaben siendo iguales. O]

Solucién 6 (Javier Badesa). Los conjuntos infinitos con la propiedad del enunciado son A = N*
y los de la forma A = {2* : k € Ny} con 2 # 1 un entero positivo (y siendo N* el conjunto de
los enteros positivos y Ny el de los enteros no negativos). Es evidente que A = N funciona
porque Va,b € N* con a > b es trivial ver que como ¢ > 1 entonces [$] € N*. También es
evidente que A = {z* : k € Ny} cumple la propiedad porque Va,b € A Ja, 5 € Ny tales que
a=2z%b=2%y a>f,y se observa que i Lj—ZJ =22"F ¢ A

A partir de ahora, procedemos por reduccién al absurdo, asumiendo que existiese un A
que no fuese de ninguna de las formas antes mencionadas pero cumpliese la propiedad. Como

13



OLIMPIADA
«Q)° IBEROAMERICANA o
e )

T

MATEMATICA

A # Nty 1e A (lo que se observa tomando a = b en la condicién), existe algiin entero positivo
t>1talquet—1¢& Ayte A Sea w el menor entero positivo para el que existe algiin entero
positivo r tal que w” = ¢ (ndtese que w > 1 porque ¢t > 1). Por la minimalidad de w se tiene

que ngpe{qu:q\w}(Vp<w)) =1

Para todo « irracional positivo y € real positivo, existe algin entero positivo z tal que
{za} < € (denotando por {z} la parte decimal de z).

Demostracién. Sea n un entero positivo tal que n > %

Definimos ag, ay, ..., a, de modo que a; = {ia} Vi € {0,1,...,n} (y entonces 0 < ag, ay, ..., a, < 1).
Nétese que estos nimeros son distintos dos a dos, pues a; = a; = {ia} = {ja} = {ia}—{ja} =
0eZ=ia—ja€Z=(i—jla€”Z=i—j=0=i=j (donde hemos usado que « es
irracional y ¢ — j entero, por lo que si su producto es racional i — j = 0).

Definimos by, by, ..., b, de modo que (b, by, ..., b,) es la permutacion de (ag, a1, ..., a,) que cumple
0<by<b <by<..<b, <1 demodoque >’ (bj—b_1)=0b,—b<1—-0=1,y por
el principio del palomar (generalizado a reales positivos), como b; — b;_1 > 0 Vi € {1,2,...,n},
entonces 3k € {1,2,....,n} tal que 0 < by — b1 < % < €. Por tanto, existen u,v € {1,2,...,n}
tales que u vy 0 < a, —a, <e.

Si u > v, entonces basta tomar z = u — v y se ve que {za} = {(u—v)a} = {ua} — {va} =
Ay — Ay < €.

En caso contrario, sea L = v — u y obsérvese que {La} = {(v —u)a} = 1+ {va} — {ua} =
1 —(ay —a,) > 1—¢€. Sea u el maximo entero positivo tal que u(1 —{La}) < 1. Si {uLa} > e,
entonces 1 —(u+1)(1 —{La}) = —(1—{La})+ (1 —pu(l—{La})) = —(1—{La})+ {1l —p(1—
{La})} = -1 —{La}) +{puLla} > —e+e=0= (14 u)(1 — {La}) < 1, lo que contradiria la
maximalidad de p. En consecuencia, {uLa} < €, por lo que basta tomar z = pL. O

Para todo a,b € Ay n entero positivo tales que a > b", 7| € A.

Demostracion. Lo probamos por inducciéon en n. El caso base es trivial por la condicién

del enunciado. Ahora, asumiendo que sea valido para n, entonces para n + 1 podemos tomar
bn+1
b

a'=|%], ycomoa = |}] > |%—] =0", aplicando la hipétesis de induccion | 5% | = L%J =
& € A O

Para todo a € A existe u entero no negativo tal que a = w".

Demostraciéon. Procedemos por reduccion al absurdo, asumiendo que existiese algin a € A
para el que esto no se cumpliese. Entonces a > 1 porque de lo contrario bastaria tomar v = 0.
Sea o = log,(a) > 0. Observamos que a € Q = a = Jc,d € N* tales que § = «, de donde

log,(a) = 2 =a=ti=a’=w"= v,(a?) = v,(w") para todo primo p|w,

14
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lo que implica que

dvy(a) = revy(w) para todo primo plw = djre  ged  (vp(w)) = re,
pe{q€P:qlw}

, . ./ c rc
y llegarfamos a contradiccion tomando u = F porque a = td = wda = w".

irracional.
Tomando € = logt(%), por el Claim 6.1 existe algin entero positivo z tal que 0 < {za} < €
(la primera desigualdad es clara, porque de lo contrario {za} = 0 = za € Z = a € Q.

Consideramos

Por tanto, « es

e un entero positivo K tal que % <ty K >t+1

o« W € A tal que W > Kt'"1a* (que existe porque A tiene infinitos elementos), siendo
y=|za.

Por el Claim 6.2, sean

c O=|zmleA

Entonces W w
€:|-t?!+1J < sy _ K t€<t—|—1 t2 _ t
poo el TMED S K -1 t 2—-1 t-1
de donde bt
1
>t—1
0
Y w w _K
tp+A Loz e _ K1,y
9 L] S WD G

Como la primera desigualdad implica que ¢+ A > 6, entonces t — 1 = L%J € A, que es una
contradiccion.

Llamamos ahora e al menor entero positivo tal que w® € A, y definimos U = w® € A. [

Para todo a € A y j entero no negativo tal que w’ € A (que existe por el claim 4), elj.

Demostracién. De lo contrario, sea J el minimo valor tal que e { J pero w’ € A. Entonces

w’ > w® (obviamente J # 0), por lo que w’/~¢ = LZ”)—JJ € A, que contradice la minimalidad de

J (nétese que et J —e). O

Para todo j entero no negativo, U7 € A.
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Demostracion. Combinando los Claim 6.3 y Claim 6.4, se deduce que todos los elementos de
A son potencias de U. Por la infinitud de A, existe algiin entero no negativo A > j con U* € A,
por lo que usando el Claim 6.2, U7 = L%J € A. O

Combinado Claim 6.3,Claim 6.4,Claim 6.5, se ve que A = {U* : k € Ny}, que es contradic-
cion. Por tanto todos los conjuntos validos son los descritos al principio de la solucién, como

queriamos probar. []
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