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Este documento estd dedicado a los temas Spiral Similarity y punto de
Miquel y a su aplicacién en problemas geométricos de Olimpiadas de Matemati-
cas.

1 Spiral Similarity

La Spiral Similarity(a falta de un nombre convincente en castellano) es un
moviemiento del plano, o sea, una transformacién biyectiva del mismo. Consiste
en la combinacién de una rotacién alrededor de un centro O y una dilatacion.
Hay dos enfoques fundamentales para la ss , uno es la definicién analitica que
pasa por los nimeros complejos y el segundo es el puramente geométrico que no
es mds que semejanza a lo bestia. El primero sé6lo lo usaremos para la definiciéon
formal y la unicidad, en cambio el segundo entrana el verdadero potencial de
esta transformacion y es en la practica el que nos ayuda a resolver problemas
de olimpiadas.

Definition 1. La expresion analitica que carateriza a la Spiral Similarity es

T:C—C
z+— 2o+ az — z9).

donde zo es el centro de la spiral similarity, |«| es el factor de dilatacion y
arg(a) es el dngulo de rotacion.

Lemma 1. Dados 4 puntos A, B,C y D de modo tal que ACDB no es un
paralelogramo, entonces existe una unica spiral similarity que envia A o C y B
aD.

Proof: Est4 claro que T'(a) = ¢y T'(b) = d implican que
20+ ala—z20) =¢, 20+ a(b—z) =d.
Resolviendo tenemos que

_c—d L ad — be
° T a—-b—c+d

Somo AC'D B nos es un paralelogramo entonces a —b—c+d # 0(Demuéstralo!!!)
y entonces la solucién del sistema anterior existe y es tinica. |



Hemos visto que siempre que ABDC no sea un paralelogramo, entonces
existe una ss que envia A a C'y B a D. Ademas es facil probar que AOAB ~
AOCD vy esta relacion de semejanza es equivalente a la existencia de dicha ss

N
S

Un detalle muy importante es que las ss vienen en pares, esto es, si existe una
ss que A a Cy B a D entonces existe otra ss que envia Aa By C a D yen
este caso AOAC ~ AOBD

o

Lemma 2 (Centro de la spiral similarity). Dados 4 puntos A, B,C y D sea X
la interseccion de AC y BD. Si (ABX) y (CDX) se intersectan de nuevo en

O, entonces O es el centro de la Unica spiral similarity que envia A a C y B a
D.

Proof: La demostracion es exclusivamente trabajo con angulos, concretamente

/BAO = /ZDX0O = £ZDCO

LABO = LAXO = ZCDO



de donde ABAO ~ ADCO. | |

Problem 1 (IMO 2004). En un cuadrildtero convero ABCD, la diagonal BD
no es bisectriz de ninguno de los dngulos ABC y CDA. El punto P estd en el
interior de ABCD vy satisface

LPBC =/4DBA and /ZPDC = /ZBDA.

Prueba que ABCD es ciclico si y solo si AP = CP.

Sol: Sea X = BPNAC,Y = DPNAC, Z € DC tal que BPCZ es ciclico
y T € BP tal que XT = DY y X estd entre Py T.

(=) Supongamos que ABCD es ciclico.

xc _ Be
AD  BD

ABXC ~ ABAD =

AY AD

BC ~ BD

de donde AY = X(C. También de las semejanzas anteriores ontenemos que
/ZPYX = /PXY y podemos concluir que AAYP = ACXP, y entonces
AP =CP.

AADY ~ ABDC =

(<) Supongamos AP = CP.
Veamos que LPZD = /PBC = ZABD de donde ADPZ ~ ADAB y tenemos



una ss centrada en D que lleva A a Py B a Z. También tenemos que ADAP ~
ADBZ, esto implica que ZAPD = /BZD = /XPC, de donde APXY es
isésceles y XY || DT, ademds ADAP = ATCP y ACTD es un trapecio
isésceles y por tanto ciclico.

Por otra parte, /ZPTC = ZPDA = ZCDB lo que implica que BCT D es ciclico
y concluimos que ABCT D también lo es. (]

Problem 2 (IMO 2005). Sea ABCD un cuadrildtero convezo tal que BC' = DA
y BC no es paralela a DA. Sean dos puntos variables E y F sobre los lados BC
y DA respectivamente de modo que BE = DF. Las rectas AC y BD se cortan
en P, las rectas BD y EF se cortan en Q y las rectas EF y AC' se cortan en R.
Prueba que los circuncirculos de los tridngulos PQR, mientras E y F varian,
tienen un punto comun ademds de P.

Sol: Sea O = (ADP)N (BCP)

Veamos que tenemos una ss centrada en O que envia el segmento DA al seg-
mento BC. Dicha ss envia F' a E de donde

ANODB ~ NOAC ~ ANOFE.
Tenemos entonces que RECO y PBCO son ciclicos lo que implica que
ZQRO = £LBCO = LQPO

que a su vez implica que PROQ) es ciclico, por tanto todas las circunferencias
(PQR) pasan por el punto O que no depende de F'y F. O

2 Punto de Miquel

Primeramente vamos a introducir el concepto de cuadrilatero completo, este
aparece cuando consideramos cuatro rectas donde no hay dos paralelas ni tres
concurrentes como muestra la siguiente figura.



Q- i

Los cuadrilateros completos los conocemos gracias al teorema de Menelao y
son cruciales en geometria proyectiva.

Theorem 1 (Teorema de Miquel). Las cuatro circunferencias (QAB), (QCD), (PBC),(PAD)
concurren en el punto de Miquel K. Ademds K es el centro de la spiral simi-
larity que envia AB o DC y de la que envia AD a BC.

Proof:

La demostracién de la concurrencia es simplemente trabajo con angulos y la
parte de las ss es consecuencia del lema 2. |

Problem 3 (EGMO 2021). Sea ABC wun tridngulo con dngulo obtuso en A.
Sean E y F las intersecciones de la bisectriz exterior del ZA con las alturas del
ANABC desde B y C respectivamente. Sean M y N puntos en los segmentos EC
y F'B respectivamente tal que /ZEMA = /BCA y ZANF = ZABC. Prueba
que los puntos E, F, N, M son conciclicos.

Sol: Sea A’ la antipoda de H en (HBC), BX y CY alturas del AABC, T
el punto medio de BC y K el punto de miquel del cuadrilitero completo que
determina BXYC.



Primeramente veamos que A es el ortocentro de BHC por tanto A’,T, A son
colineales, como ZAK H = 90 tenemos que K pertenece también a esta recta.

KHFUFE es ciclico.

Proof: Sabemos que hay una ss centrada en K que lleva BX a CY. Por el
teorema de la bisectriz

XE _XA_AY _YF
EB AB  AC ~ FC

de donde dicha ss lleva E a F lo que implica que
/EKF =/BKC=/BHC=/FHF

y ya tenemos probado el claim. |

KANB es ciclico.

Proof: Teniendo en cuenta que HA y HA’ son isogonales

/ANF = /YBC =/YHA=/A'HB = /A'KB = /AKB



El problema concluye notando que
/KNB=/KAB=/KHY

de donde N € KHFE. Analogamente M € KHFE y el problema estd
resuelto. O

Problem 4 (USA TST 2021). Sea ABC' un tridngulo escaleno con incentro I.
El incirculo de ABC toca a BC,CA, AB en los puntos D, E| F, respectivamente.
Sea P el pie de la altura desde D a EF, y sea M el punto medio de BC.
Los rayos AP y IP intersectan el circuncirculo de ABC de nuevo en G y Q,
respectivamente. Prueba que el incentro de GQM coincide con D.

Sol: Sea N y L los puntos medios de los arcos BC'y BAC en (ABC). Sea
Q'=NDnN(ABC) .

K

Q' el punto de Miquel del cuadrildtero completo determinado por BFEC.

Proof: Sabemos que Q' es la imagen de D a través de la inversién centrada
en N y de radio NI, de donde ZDIN = ZNQ@'I, lo que implica que
90 = /LQ'N = /LQ'T + /IQ'N
=/LQ'IT+ /DIN
=/LQ'T+ /ANL
=/LQ'T+ ZAQ'L
= LAQ'I

de donde Q' € (AEF) y hemos probado el claim. |




Proof: Basta probar que I, P, Q' son colineales. Veamos que AFPD ~ AIDC
v que AEPD ~ AIDB, de estas semejanzas es facil obterner que
FP BD (1)
PE  DC’

Como @’ es el punto de Miquel sabemos que hay una ss centrada en Q' que
manda BC' a FE y de aqui deducimos que QEIF ~ QCNB. Usando el claim
anterior y (1) tenemos que I, P,Q’ son colineales de donde Q' = Q. [ |

L, D, G son colineales.

Proof: AFAE ~ ABLC, combinando esto con (1) tenemos que ZFAP =
ZBLD de donde se deduce el resultado. |

LQ,MD, NG concurren en K.

Proof: Ejes radicales en (QLMD),(DMNG),(QLNG). |

Finalmente es facil ver que D es el ortocentro del ALK N de donde es el
incentro de su tridngulo értico GQM. O



3 Lista de Problemas

Problem 1. (China 1992) El cuadrildtero convero ABCD estd inscrito en la
circunferencia w de centro O. Las diagonales AC y BD se cortan en P. Los
circuncirculos de ABP y CDP se cortan en Q. Prueba quie ZOQP = 90.

Problem 2. (IMO shortlist 2002) LaS circunferencias S1 y S—2 se intersectan
en P y Q. Puntos Ay y By son seleccionados en Sy. Las rectas AP y B1 P
cortan a So de nuevo en As y By respectivamentey las rectas A1B1 y AxBs
se cortan en C. Prueba que, mientras A1 y By wvarian, los cicuncentros de
ANA1AsC pertenecen a una circunferencia fija.

Problem 3. (USA TST 2006) En el tridangulo acutingulo ABC, segmentos
AD,BE yCF sonlas alturas y H es el ortocentro. La circunferencia w de centro
O pasa por A y H e intersecta AB y AC' de nuevo en QQ y P respectivamente.
El circuncirculo del AOPQ es tangente al segmento BC' en R. Prueba que
CR _ ED

BR ~ FD-

Problem 4. (USAMO 2013) En el triangulo ABC, puntos P, QQ, R pertenecen
a los lados BC', CA, AB respectivamente. Sean wa, wg, wc los circuncirculos
de los triangulos AQR, BRP, CPQ, respectivamente. Dado que el segmento

AP intersecta wa, wg, wc de nuevo en X, Y, Z, respectivamente, Prueba que
YX _ BP

XZ — PC-
Problem 5. (USAMO 2013) Sea ABC' un tridngulo. Encuentra todos los pun-
tos P en el segmento BC' que satisfacen la siguiente propiedad: Si X eY son

las intersecciones de la recta PA con las tangentes exteriores comunes a los
circuncirculos de los triangulos PAB y PAC, entonces

(PA>2 PB-PC _,

Xy ) TAB ac "~

Problem 6. (International Zhautykov Olympiad 2011) Las diagonales de un
cuadrildtero ciclico ABCD se intersectan en K. Los puntos medios de las diag-
onales AC y BD son M y N, respectivamente. Los dircuncirculos de NADM
y ABCM se cortan en M y L. Prueba que K,L,M y N son conciclicos.

Problem 7. (International Zhautykov Olympiad 2013) Dado un trapecio ABC' D
(AD || BC) con ZABC > 90. El punto M es escogido en AB. Sean Oy y O los
cicuncentros de los triangulos MAD y M BC, respectivamente. Los circuncir-
culos de AMO1D y AMO->C' se cortan de nuevo en N. Prueba que la recta
0104 pasa por N.

Problem 8. (International Zhautykov Olympiad 2014) Los puntos M, N, K
pertenecen a los lados BC,CA, AB del triangulo ABC', respectivamente. FEl
tridngulo MNK se dice bonito si /BAC = /KMN y ZABC = /ZKNM. Si
en el triangulo ABC' hay dos tridngulos bonitos con un vértice comun, prueba
que el tridngulo ABC' es rectdngulo.



Problem 9. (IGO 2015) Sea H el ortocentro del triangulo ABC. Sean ly y
lo dos rectas que pasan por H tales que 1 1L ls. Tenemos que [y N BC =D y
lyNAB =27, ademds, s NBC =FE yloNAC =X. Sea Y tal que YD || AC y
YE || AB. Prueba que X,Y, Zson colineales.

Problem 10. (https: //artofproblemsolving. com/ community/ c6h2328734p18668577)
Dado el tridngulo acutingulo ABC, AB > AC con ortocentro H. La bisectriz

externa del ZBHC' corta AB,AC en D,E. Sean M, N los puntos medios de

BC,DE respectivamente. La bisectriz interna del /BHC' corta BC,MN en

P, Q respectivamente. Prueba que (ADE) es tangente a (M PQ).

Problem 11. (https: //artofproblemsolving. com/ community/ c6h2251206p17457067)
Sea el triangulo ABC' con el punto D wvariando en el lado BC. Sean E,F las
intersecciones de (ABD) y (ACD) con AC y AB respectivamente. El circulo

centrado en I pasa por B y C y es tangente a (AEF) en T. Sea M el punto

medio de BC, S la interseccion de TM y EF. Prueba que DS 1 BC.
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