Prueba 31.

Problem 1 (IMO 2006). Determina todos los pares (x,y) de enteros tales
que
1 + 2$ + 22$+1 — y2.

Problem 2 (IMO 2003). Sea ABC'D wun cuadrildtero ciclico. Sean P, @,
R los pies de las perpendiculates desde de D a las rectas BC', CA, AB,
respectivamente. Prueba que PQ = QR si y solo si las bisectrices de ZABC
y LADC' concurren en un punto de la recta AC.

Problem 3 (IMO 2007). Lo nimeros reales ay, as, ..., a, son dados. Para
cada i, (1 <1 <mn), se define

d; =max{a; | 1 <j <i} —min{q; |i <j<n}

y sea d =max{d; | 1 <i<n}.
(a) Demostrar que para cualesquiera nimeros reales x1 < x9 < -+ < Iy,
, d
max{|z; — a;| | 1§z§n}2§. (%)

(b) Demostrar que existen nimeros reales x1 < xo < --- < x,, para los cuales
se cumple la igualdad en (*).



Soluciones

Solucién 1

Si z < —2 entonces 2% + 22**1 1o es entero.
Si 2 = —1 entonces y? = 2 contradiccién.
Si x = 0 entonces y? =4 = y = £2.

Si = 1 entonces y? = 11 contradiccién.

Si x > 2 entonces |y| > 2.

Asumiendo que y > 3, tenemos
272"+ 1) = (y - D(y +1).
Como ged(y — 1,y 4+ 1) = 2 hay dos casos.

Caso 1: 27|y — 1. Tenemos que
(2-2"71)(2-2"7 1 +2) < 272" + 1) < (3.2 1)(3- 271 4+ 2)
de donde 2- 277! <y —1 < 3-2*"! como 2”7 !|y — 1. Contradiccion.
Caso 2: 2°7!|y + 1. Tenemos que
(2271 (2.2 —2) < 272" 1) < (4.2 1) (42771 —2)

de donde 2-2*71 < y+1 < 4-2*71 como 2°7 'y + 1 entonces y +1 = 3- 2% 1,
Ahora

272"+ 1) =32 (32" —2) = x =4 = y =23

Soluciones : | (z,y) = (0,+2), (4, £23) O

Solucion 2



o P,Q, R estan alineados porque determinan la recta de Simson de D en
el cuadrilatero ciclico ABCD.

e Por Menelao en APBR tenemos que

PQ AB PC
QR BC AR

o usando que RQDA y CPDQ son ciclicos es facil comprobar APC'D ~

ARAD, de donde
pPC  DC

AR DA
e combinando los anteriores tenemos que

PQ AB DC
QR BC DA

de donde PQ = QR si y solo si g—g = B—é y por el teorema de la

bisectriz esto solo sucede cuando y solo cuando las bisectrices de ZABC
y ZCDA se cortan sobre AC.

O

Soluciéon 3



(a) Supongamos que d = d,, para cierto indice m, y sean k,[ los indices
tales que K <m <l yd, =ar — a;. Veamos que

Qp — Qp < (ak —.Tk) + (331 — al)

de donde al menos uno de los dos ntimeros (a, — %) y (x; — a;) tiene que ser
mayor o igual que %. El resultado es ahora evidente.
(b) Sean M; = max{a; : 1 < j < i} y m; = min{a; : ¢ < j < n}. Sea
1, = mitMi

7 2 M
Claramente m; < a < M; y (m;), (M;) son no decrecientes. Ademas

—— < ——— =2, — M; < z; — a;.
2 2

De manera similar z; — a; < %, de donde max{|z; — a;| : 1 < i < n} <
max{% < i < n} y entonces la igualdad deseada se cumple para la sucesién



