Prueba 30.

Problem 1 (Ucrania tst 2005). Dos circunferencias centradas en Oy y Oz
se intersectan en A y B. La circunferencia que pasa por A,O1,Oy corta a
dichas circunferencias en M y N. Prueba que AB es bisctriz del /M AN.

Problem 2 (Clasico). Un tablero de 6 x 6 es cubierto, sin solapamiento,
con fichas de 2 x 1. Prueba que podemos cortar el tablero en 2, a través de
alguna de sus lineas horizontales o verticales, de modo tal que dicho corte no
atraviese ninguna de las fichas.

Problem 3 (Olympiad Inequalities, Thomas Mildorf). Sean a,b,c reales
positivos. Prueba que
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a(l+b) b(l+c¢) c(l14+a) ~ 1+ abc




Soluciones

Solucién 1

o Veamos que como 0105 es la mediatriz de AB, entonces ZAO,0y =
ZB0105 y como los arcos AOs v O N son iguales los puntos Oy, B, N
son colineales.

e Como O1A = O1B = O1M entonces por el lema del incentro B es el
incentro de AAM N y ya se deduce el resultado.

O

Solucién 2

Claim: Ninguna de las 5 lines verticales puede atravesar un ntmero im-
par de fichas.

Demostracion: Sean vy, vy, U3, Uy, U5 dichas lineas.

Supongamos que v; atraviesa un ntmero impar de fichas, esto implica que
hay un niimero impar de casillas en la primera columna cubiertas por fichas
en posicion vertical, lo cual es imposible.

Supongamos ahora que vy atraviesa un nimero impar de casillas, esto implica
que:

o de las casillas de la segunda columna un niimero impar estas cubiertas
por fichas atravesadas por vy,



« de las restantes casillas de la segunda columna (un nimero impar), un
nimero par estan cubiertas por fichas verticales, por tanto un niimero
impar de fichas cubren una casilla de la segunda columna y una de la
primera.

Estos dos hechos implica que v; atraviesa un niimero impar de fichas!!! Con-
tradiccion.

De manera analoga se demuestra que si v, atraviesa un nimero impar, en-
tonces vx_; también. Como v; atraviesa a un nimero par tenemos que todas
las lineas verticales atraviesan un nimero par de fichas y el claim queda
probado.

Volviendo al problema. El claim es valido también para las lineas hor-
izontales. Supongamos que no podemos realizar el corte deseado, entonces
tenemos que cada una de las 10 lineas posibles atraviesa como minimo 2
fichas. Como cada ficha puede ser atravesada por una tnica linea tenemos
que 10x 2 es menor o igual que la cantidad de fichas que es 18, contradiccion!!!
O

Soluciéon 3

Multiplicando por 1 + abc y sumando 3 en ambos miembros llegamos que
la desigualdad es equivalente a

l+a+ab+abc 1+b+bc+abc 1+ c+ ca—+ abe
+ + >6
a(l1+0) b(1+c¢) c(1+a)

que a su vez es equivalente a

l1+a b(1+c¢) 1+b +C(1+a)+ 1+c +&(1+b)
a(l+0b) a(l+b) b(l+4+c¢) b(l+4+c¢) c(l+4+a) c(l+a)

que es verdadera por AM — GM. U



