Prueba 19.

Problem 1 (Bielorrusia 2010). Sea M la interseccion de las diagonales AC
y BD del trapecio ABCD (BC||AD), AD > BC'. La circunferencia wy pasa
por M y es tangente a AD en A. la circunferencia wo pasa por M y es
tangente a AD en D. El punto S es la interseccion de AB y DC'. La recta
AS intersecta a wy en X. La recta DS intersecta a we en Y. O es el centro
del circuncirculo de NASD. Prueba que SO L XY

Problem 2 (Mathematical Excallibur Vol 7, Number 3.). Cada miembro
de un club tiene como mucho 3 enemigos en el club. Prueba que podemos
dividir el club en dos grupos de modo tal que cada miembro tiene como mucho
1 enemigo en su grupo.

Problem 3 (Filipinas 2017). Dado n € N, sea o(n) la suma de los divisores
de n y sea ¢(n) la cantidad de enteros positivos menores que n y primos
relativos con n.

(a) Prueba que sin = p{*ps?---pp* entonces
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(b) Prueba que para todo n € N,

L1
o) T3 =



Soluciones

Solucién 1

o Veamos que como AD es tangente a wy tenemos que ZMY D = /MDA,
ademas LZMDA = /ZMBC, de donde ZMYD = /ZMBC y BYCM es
ciclico. Analogamente C' X BM es ciclico y tenemos que BXYCM es
ciclico.

o« XY y BC son antiparalelas respecto al ZBSC por tanto XY y AB
también son antiparalelas respecto al ZBSC por tanto SO es isgonal
a la altura en AABC' lo que implica que es altura en el ASXY.
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Solucion 2

Al inicio dividamos de manera aleatoria el club en dos grupos. Consider-
emos S el nimero de pares de enemigos que comparten grupo.
Si un miembro tiene como minimo 2 enemigos en su grupo entonces tiene
cémo mucho 1 enemigo en el otro grupo. Cambiamos entonces dicho miem-
bro al grupo contrario. De este modo S decrece como minimo en 1. Como S
es un entero no negativo, no puede decrecer infinitamente lo que implica que
después de un niimero finito de traspasos cada miembro tiene como mucho 1
enemigo en su grupo. 0]



Soluciéon 3

(a) Procedamos por induccién en la cantidad de primos que dividen a n.

aq+1
e Sea n = p{* esto implica que o(n) =1+ p; +p? +...pf" = plplli_l_l

e Supongamos que la féormula es valida para todos los n divisibles por k

primos. Sea n = p{'ps? - ppFp,ii'. Veamos que
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lo que finaliza la induccion.
(b) Sea n = p*p5? - -+ pi*¥. Veamos ahora que
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Hemos usado que ¢(n) =TT, (p; — 1)pf*~'. Aplicando ahora AM-GM,
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