Prueba 17.

Problem 1 (Francia Junior tst 2020). Sea ABC' un tridngulo y sea K su
circuncirculo. Sea P la interseccion de BC con la tangente a K en A. Sea
D y E los simétricos de B y A, respectively, con respecto a P. Sea K;
el circuncirculo del triangulo DAC y sea Ky el circuncirculo del tridngulo
APB. Denotemos por F el sequndo punto de interseccion de K1 y Ko y por
G el sequndo punto de interseccion de K; con BF. Prueba que BC y EG
son paralelas.

Problem 2 (Canadd 2014). Sean ay, as, ..., a, reales positivos cuyo producto
es 1. Prueba que la suma

1121 + (1+a1()l?1+a2) + (1+a1)(1i?£12)(1+a3) ot (1+a1)(1+02;)---(1+an)

2"—1
2n

es mayor o igual que
Hint: telescopica.

Problem 3 (Italia 2012). Determina todos los enteros positivos que son 300
veces la suma de sus digitos.



Soluciones

Solucién 1

E

o Por la definiciéon de F' y D tenemos que ABED es un paralelogramo,
de donde, /ZDEA = /ZEAB = ZACD, lo que implica que ACDE es

ciclico.

o Trabajando con angulos en K y K5 tenemos que ZGEA = ZGFA =

/BFA=/BPA

El resultado es inmediato.

Solucion 2

Veamos que

Q;

1

O

1

(14+a)(1+4+ag) - (14 a;)

(14 a1)(1+ ag)

"'(1+Clz’_1)

(14+a)(1+ag) (14 a;)



por tanto

a1 as as an .
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Veamos Ahora que por AM — GM si a > 0 entonces 1+ a > 2y/a. De
donde como el producto de los a; es 1, tenemos que

(I1+a)(1+as)...(1+an) >2"/ajas---a, =2"
1

= — >
2n T~ (I4+a1)(1+az) - (14 ay)
N 1 S 1
(I4+a)(l+as)---(1+a,) — 27
1 1
-1 >1_ —
(14+a)(14a) - (1+a,) — PAL
=1 L > 2" -1
(I+a)(1+ag) - (1+a, — 27
Combinando esto con (1) tenemos el resultado deseado. O

Solucién 3

Tenemos que n = 3005(n),

e n=35(n) (mod 9), peron = S(n) (mod 9), de donden = 3n (mod 9) =
2n=0 (mod 9) = n =0 (mod 9) = S(n) =0 (mod 9) = 2700|n.

e Sea k > 4 la cantidad de digitos de n, o sea, n > 10!, esto implica
que S(n) < 9(k — 2) porque los dos tltimos digitos de n son ceros.

+ De lo anterior 1071 < n = 300S5(n) < 2700(k — 2) lo que implica que
k <5, de donde k = 4.



« Se concluye que de los 3 multiplos de 2700 de cuatro cifras, solo|n = 2700

es solucién.
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