Prueba 12.

Problem 1 (Panafrica 2016). Para cada entero positivo n definimos P(n)
como:

Pn)=nn+1)2n+1)(3n+1)...(16n + 1).
Encuentre el mdzimo comiin divisor de los numeros P(1), P(2), P(3), ..., P(2016).

Problem 2 (Canadd 1996). Si a, 3, y v son las raices de 23 —x — 1 =0,

calcula
l4a 1+5 1479

l—a 1-p 1—7

Problem 3 (EGMO 2019). Sea ABC' un tridngulo con incentro I. La cir-
cunferencia que pasa por B y es tangente a Al en I corta a AB de nuevo en
P. La circunferencia que pasa por C' y es tangente a Al en I corta a AC' de
nuevo en Q. Prueba que PQ es tangente al incirculo de ABC.

Hint: Potencia de puntos y excentro.




Soluciones

Solucién 1

e Sead = gcd(P(1),P(2),P(3),...,P(2016)). Como P(1) = 17! tenemos
que d = 2% x 3% x 5¢ x 7% x 11° x 137 x 179.

« Veamos que si p es primo p|P(p) pero p*>{ P(p), lo que implica que en
la expresion de d todos los exponentes son menores o iguales que 1.

e Sea p < 16 primo. Probemos que p|P(i) para todo i = 1,2,3,...2016.
Si p|i es obvio. Ahora si p{i en el conjunto

{i+1,2i+1,3i+1,...pi+ 1}

hay al menos un elemento divisible por p, de lo contrario por PHP
habria dos restos iguales, o sea, existirian 1 < m < n < p tal que

pni+1— (mi+1) = p|(n —m)i
lo cual es imposible.

o el caso p = 17 es similar, si 17|i entonces 17| P(i), en caso contrario en
el conjunto
(i+1,2+1,3i+1,...16i + 1}

Si hay dos restos iguales se concluye como en el paso anterior y si todos
los restos son distintos y distintos de cero consideramos la suma

1424 4+16=17-8=(i+ 1)+ (2i4+1)+...(16i + 1)
=17-8-i4+16 (mod 17)

Contradiccion.

e Se concluye que d =2 x 3 x5 x 7 x 11 x 13 x 17.

Solucién 2

l—«

(x —a)(x — B)(x —~) y por Vietta:

Sea, f(z) = 2> -z -1y S = H—O‘ﬁ-%—l—%. Sabemos que f(x) =



e a+p[+7=0

. af oyt fy = -1

Ahora,
2 2 2
S+3=1ot1 3t
_ 2((1 A=+ 0-a)d-y)+1-a)d- 5))
(1=a)(1=5)1=7)
_2<3—2(a+ﬁ+7)+(&5+a7+5v)>
N f)
PR
De donde S = —7. 0

Soluciéon 3

D

En la figura, por potencia de puntos AP - AB = AI*> = AQ - AC de donde
PQCB es ciclico.
Ahora ZAQP = ZABC'y

/IQC = /DIC = /BAC/2 + Z/ACB/2



de esta forma

ZIQP = 180 — (LAQP + ZIQC)
=180 — (LABC + £BAC/2 + ZACB/2)
=90 — LABC/?2
= /BAC/2+ ZACB/2

Conclusion 1@ es bisectriz de ZPQC. Analogamente [P es bisectriz de
ZQPB de donde I es el A-excentro del AAPQ y la A-exinscrita coincide
con el incirculo de AABC lo que implica el resultado. O



