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Dia 1.

Problem 1. Considere el cuadrildtero convexo ABC'D. EIl punto P estd en el interior de
ABCD. Asuma las siguientes igualdades de razones:

LPAD : /PBA:ZDPA = 1:2:3 = ZCOBP : ZBAP : Z/BPC.

Demuestre que las siquientes tres rectas concurren en un punto: la bisectriz interna del dngulo
ZADP, la bisectriz interna del dngulo ZPCB y la mediatriz del segmento AB.

Problem 2. Los numeros reales a,b,c,d son tales quea >b>c>d>0ya+b+c+d=1.

Demuestre que:
(a+2b+ 3¢+ 4d)a"bced? < 1.

Problem 3. Hay 4n piedritas de pesos 1,2,3,...,4n. Cada piedrita se colorea de uno de n
colores de manera que hay cuatro piedritas de cada color. Demuestre que podemos colocar las
piedritas en dos montones de tal forma que las siguientes dos condiciones se satisfacen:

o Los pesos totales de ambos montones son iguales.

o Cada monton contiene dos piedritas de cada color.
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Dia 2.

Problem 4. Sean > 1 un entero. A lo largo de la pendiente de una montana hay n? estaciones,
todas a diferentes altitudes. Dos companias de teleférico, A y B, operan k teleféricos cada una.
Cada teleférico realiza el servicio desde una estacion a otra de mayor altitud (sin paradas
intermedias). Los teleféricos de la compania A parten de k estaciones diferentes y acaban en
k estaciones diferentes; igualmente, si un teleférico parte de una estacion mds alta que la de
otro, también acaba en una estacion mds alta que la del otro. La compania B satisface las
mismas condiciones. Decimos que dos estaciones estan unidas por una compania i uno puede
comenzar por la mds baja y llegar a la mds alta con uno o mds teleféricos de esa compania (no
se permite otro tipo de movimientos entre estaciones).

Determine el menor entero positivo k para el cual se puede garantizar que hay dos estaciones
unidas por ambas companias.

Problem 5. Se tiene una baraja de n > 1 cartas, con un entero positivo escrito en cada carta.
La baraja tiene la propiedad de que la media aritmética de los niumeros escritos en cada par
de cartas es también la media geométrica de los nimeros escritos en alguna coleccion de una o
mas cartas. jPara qué valores de n se tiene que los niumeros escritos en las cartas son todos
iguales?

Problem 6. Pruebe que existe una constante positiva ¢ para la que se satisface la siguiente
afirmacion:

Sea n > 1 un entero y sea S un conjunto de n puntos del plano tal que la distancia entre
cualesquiera dos puntos diferentes de S es al menos 1. Entonces existe una recta £ separando
S tal que la distancia de cualquier punto de S a { es al menos cn™ /3.

(Una recta € separa un conjunto de puntos S si { corta a alguno de los segmentos que une dos
puntos de S.)

Nota. Los resultados mds débiles que se obtienen al sustituir ecn™"? por en™® se podrdn valorar
dependiendo del valor de la constante o > 1/3.
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Soluciones

Solucion 1

La parte mas compleja del problema es obtener una figura correcta:

o

Notacién: En la figura sea O el circuncentro de Q@ = (ABP) y sean M, N las respectivas
intersecciones de BC'y AD con ().

N N\
Claim 1: En Q, M, N son los puntos medios de los arcos AP,BP que no contienen a B y
A respectivamente.
Demostracion: Sabemos que:

/PBA=2/MAP = /PBA— /MAP = /MAP = /MPA=/ZMAP.

Analogamente para N. O

Claim 2: DM = DP y CP =CN.
Demostracion: Sabemos que:

LDMP = /ABP = /DPA—- /DAP = /DPA - /MPA=/ZDPM

Analogamente para ZCPN = ZC'NP lo que implica el resultado. O
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El claim 2 implica que las bisectrices de ZADP y ZPCB coinciden con las mediatrices de
PM y PN respectivamente. El claim 1 implica que dichas mediatrices concurren en O y obvi-
amente por O también pasa la mediatriz de AB de donde se deduce el resultado.

Solucién 2
Claim 1: Sean a, b, ¢, d reales positivos tales que a + b+ ¢+ d = 1. Entonces:
a"b’ccd® < (a® + b* + 2 + d?)

Demostracion: La desigualdad de Jensen dice lo siguiente:

Dada una funciéon convexa f, numeros zi, xs, ..., x, en su dominio y pesos positivos a; con

1 <i < n se cumple que:
f (Zznzl aixi) < ey aif ()
im1 @i ) i1 @i

(1)

Con la desigualdad contraria en caso de ser f concava.

Ahora, sea f(z) =log(z), = > 0. Sabemos que f”(z) = —-% de donde f es céncava. Usando
(1) con a, b, c,d tanto como pesos como por variables obtenemos:

a+b+c+d a+b+c+d
aloga + blogh + clogc + dlogd < log(a* + b* + ¢* + d?)

aloga+ blogh+ clogc+ dlogd < log (a-a+b-b+c~c+d-d>

sabemos que e* es creciente, por tanto

€% log a+blog b+clog c+dlogd < 6log(aQ—‘,—b2 +c2+d?)

a®t’ccd? < a® + b + 2 + d>.

Claim 2: Sean a, b, ¢, d reales positivos tales que a > b > ¢ > d > 0. Entonces:
(a+2b+3c+4d)(a* + 0+ +d*) < (a+ b+ c+d)°.

Demostracion: Necesitamos probar que

+a®  +3b%a +3c’a +3d%a
+3a*h  +b3  +3b%c +3d%b
< 43a%c 43¢  +E +3d%c
+3a’d +3b%d +3c*d +d?
+6abc  +6bcd +6cda  +6dab

+a® +b%a  +cta  +d%a
+2a%b  +2b3  +2b%c +2d%b
+3a’c +3b%c 43¢ +3d%c
+4a?d +4b*d +4c*d  +4d®
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simplificando
20%a  +2c%a +2d%a
b +26° + a’d + b2d + *d + 3d* < +a®b  +bc  +d%b
+6abc +6bcd +6cda +6dab
esto se cumple debido a que
b+ 2d < 2b%a
203 < 2¢%a
2d° < 2d°a
a’d < a?b
b’d < b’
d® < d%b
y 6(abc + bed + cda + dab) > 0. O

Combinando ambos claims obtenemos

(a+2b+ 3¢+ 4d)at’c?d® < (a+2b+3c+4d)(a®> + >+ +d*) < (a+b+c+d)* =1.

Solucién 3

Ejemplo: Veamos un ejemplo para n = 4. En la figura colocamos todas las piedras del
mismo color juntas en un mismo "grupo'. Trazamos una arista uniendo a con b si a + b = 17.
Recorremos las aristas empezando por la piedra 1 de la siguiente forma:

(1,16), (3,14), (2, 15), (10,7), (12, 5), (6, 11), (9, 8), (13, 4),

vemos que hemos recorrido cada arista una vez, ademés alternadamente marcamos las aristas

I I
1 1
1 1
1 1

como discontinuas.
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Ahora, colocamos en un montén los extremos de aristas continuas y en el otro montén los
extremos de aristas discontinuas.

©®® -0 ©0 - ®
0 : 6 ® 006

Como podemos comprobar han quedado dos montones que cumplen con los requerimientos.

Lo impresionante de este problema es que podemos generalizar este proceso.

En un grafo conexo, no necesariamente simple, un ciclo euleriano es un camino cerrado que
recorre cada arista exactamente una vez. Si un grafo admite un ciclo euleriano, se denomina
grafo euleriano. Un grafo conexo y no dirigido se dice que es euleriano si solo si cada vértice
tiene un grado par.

Volviendo al problema consideremos un grafo G con vértices {¢;}]_,, uno para cada color.
Si la piedra a tiene color ¢; y la piedra 4n+1—a tiene color ¢;, afiladimos una arista que une ¢; y
¢;. De esta forma el grafo tiene 2n aristas. No es necesariamente conexo y puede contener lazos.

Cada vértice de G tiene grado 4, por tanto cada componente conexa de G es un grafo
4—regular. Cada componente conexa de k vértices tiene 2k aristas, tomemos un ciclo euleriano

(-7317 $2)(373, -734), ce (374k71> $4k)

donde x5; tiene el mismo color que x9; 41 incluidos x4 y x1. Ahora alternadamente colocamos
(4541, Tair2) en un montén y ((T4i43, T4i+4) en el otro, 0 <i < k.

De esta forma ambos montones suman lo mismo y tienen la misma cantidad de piedras de cada
color. Uniendo los montones de cada componente conexa tenemos el resultado.

Solucion 4

Ejemplo: Veamos un ejemplo para n = 3. En la figura colocamos 6 trayectos para cada
compafia, una compania con los trayectos en rojo y la otra en azul, vemos que no hay 2
estaciones unidas por la misma compaiia.
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Utilizando la idea del ejemplo anterior. Veamos que para k = n? — n podemos ubicar los
trayectos de forma tal que no hay dos estaciones conectadas por ambas companias. Etiqueta-

mos las estaciones por orden 1,2, ..., n2.

La compaiiia A cubrira los trayectos de ¢ a © + 1 para todo i que no sea divisible por n.

La compafia B cubrira los trayectos de i a i + n para todo i < n? — n.

Es facil ver que cada compaiiia tiene n?

tadas por la misma compania.

— n trayectos y ningun par de estaciones estan conec-

Claim : Para n = k* — k+ 1 podemos garantizar que existen dos estaciones conectadas por
ambas companias.
Demostracion: Dada una compania se G el grafo donde los vértices son las estaciones y los
trayectos las aristas. Veamos que G es la uniéon de componentes de conexas con forma de ca-
denas y vértices aislados.

Supongamos que G tiene s cadenas disjuntas y t vértices aislados. Sean [, ls, ...l las lon-
gitudes de las cadenas. Sabemos que:

l1+lz+'--+l$=n2—n—|—1,
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ademas la cantidad de vértices en una cadena supera en 1 la longitud, de donde:
L4+ + G+ + -+ s+ D) +t=bL+l+ -+l +s+t=n

restando ambas ecuaciones obtenemos que s +t =n — 1, de donde G tiene exactamente n — 1
componentes conexas.

Ahora % =n+ ﬁ de donde al menos hay una cadena de longitud n + 1, o sea, hay

alguna cadena con al menos n + 2 vértices.

Lo que hemos visto sucede para ambas compafias. Si el grafo de la compania A tiene n — 1
componentes conexas y tomamos una cadena de la compania B con n+ 2 vértices, por principio
del palomar podemos garantizar que al menos 2 estaciones de esta caen en la misma componente
conexa de A, por tanto hay necesariamente 2 estaciones conectadas por ambas companias. []

Solucion 5

Sea a; > ao,...,> a, los nimeros escritos en las cartas. Si existe d que los divide a todos
consideramos 4 > % ... > % y las condiciones se siguen cumpliendo, asi que asumimos que:
ged(ay, ag, .. .a,) =1 (2)

Sea p primo tal que pla;.

Claim : p divide a a9, as, ..., a,.
Demostracion: Sea ay, el primer nimero de la lista tal que p t ax. Sabemos que

a]_ _|_ ak 1 1
g = Yai, iy - - -0 = (a1 + ag)' = 2'a;,a;, ... a;
con a; > a;, > --- > a;. Ademads, no todos los factores del miembro derecho pueden ser
menores o iguales que ay, de donde pla;, lo que implica que p|ay. 0]

De esta forma todos los niimeros de la lista son divisibles por p, lo que contradice (2), en-
tonces no existe tal p lo que implica que 1 =a; = ay = -+ = a,,.

Solucion 6

En la figura:
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Y

o A, B son los puntos més alejados. Esto implica que el resto de los puntos estan incluidos
en la interseccion de los circulos centrados en A, B de radio R = AB > 1.

e Sea P tal que AP = %, la cuerda XY es perpendicular a AB en P.

e Sea T la region mas pequena delimitada por XY y la circunferencia de centro en B y
radio BA.

o De los segmentos formados por dos proyecciones consecutivas de puntos de S sobre AB,
sea C'D el de mayor longitud.

Sea v € R mayor estricto que la longitud de C'D.

Claim 1: XY < 2y/nv.
Demostracion: Sabemos que R = AB < (n — 1)v. Por Pitagoras

1 1
XY = 2\/}22 — (R— 5)2 —2/R— 1< /10
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Claim 2: XY > Y3(L —1).
Demostracion: Sean dos puntos cualesquiera en 7, sus proyecciones en XY y AB cumplen que
Py + Php > 1, como pag < 1 tenemos que pxy > 2.
Esto implica que
3
Xy > \g(m ~1).
Ahora, proyectando sobre AP los puntos de 7T,

1
> J—
71> 5,

Lo que demuestra nuestro claim. O

Combinando ambos claims obtenemos que

Sea C; = ? y sea Cy tal que Cyv/nv > 24/nv + § Combinando todo

C
Cov/nuo > oy > C’g,n_l/3
v

adl ¥

)1/3

donde C5 = (g

N 1|

Si tomamos como /¢ la mediatriz de C'D sabemos que todos los segmentos estdn a una
distancia de ¢ mayor que Cn~/3, donde C' = .

10
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