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En este documento intentamos cubrir, aunque sin entrar en profundidad, las
técnicas méas comunes para resolver desigualdades. Incluimos varias desigual-
dades conocidas asi como aplicaciones de estas.
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1 Manipulaciones Algebraicas

En algunas ocasiones, bastante escasas en mi opinién, la desigualdad en cuestion
es posible demostrarla usando exclusivamente manipulaciones algebraicas. Este
tipo de demostraciones suelen ser especialmente hermosas, veamos algunos ejem-
plos.

Problem 1. Sean a,b nimeros reales. Entonces se cumple que

(a4 b)? > 4ab



Solution. Desarrollando obtenemos que la desigualdad es equivalente a

(a—b)*>0.
O
Problem 2 (IMO 1999). Sea n > 2 un entero. Encuentra la menor constante
C' tal que para cualquier coleccion de reales mo negativos x1,Ta,. .., Ty,
n 4
Z riw; (2 + xf) < C(Zm)
1<i<j<n i=1

Solution. Veamos que

n
2
@ taetba)t = (S r2 3 ww)
i=1 1<i<j<n
24(299?)(2 Z :cixj)
i=1 1<i<j<n
Y nn Y
1<i<j<n i=1
8 Z mzx](xf—kmf)

1<i<j<n

\%

Hemos usado que 7 + 23 + ... 27 > a7 + 3.
La constante buscada es C' = % y es la menor dado que escogiendo x1 = x4 # 0
y x3 =24 = --- = x, = 0 se obtiene la igualdad. O

Problem 3. Sean x,y,z niumeros reales. Entonces se cumple que

xz+y2+222xy+yz+zx

Solution. Veamos que
x2—|—y2—|—22 >zxy+yz+zx
222 + 2y 4 222 > 2wy + 2yz + 22z
2 = 2xy 4+t P -2z 22+ 22— 222422 >0

(-9’ +@W—2>+(z—2)">0



Problem 4 (IMO 2005). Sean x,y, z reales positivos tales que xyz > 1. Prueba
que
25— 22 Yo — 2 45 52

1’5+y2+22+I2+y5+z2+x2+y2+25_

Solution. [Turie Boreico, Premio Especial] Veamos que

25— 22 25— g2 (x3 _ 1)2x2(y2 + z2)

- = = — >0
1’5+y2+22 $3<$2+y2+22) $3($2+y2+22)($5+y2+22) —

Por tanto
5 .2 5 .2
et S
25+ y? + 22 r3(2% + y? + 2?)

1 , 1
_:v2+y2+222(x ~ 3

! Z(mQ—yz)EO

T a4 y?+ 22

2 AM-GM, version ponderada, Muirhead

Por mucho, la desigualdad de la Media-Aritmética y Media Geométrica
es la mas conocida y la més frecuente en las olimpiadas, no s6lo en problemas
de algebra.

Inequality 1. (AM-GM) Siaq,as,...,a, son reales positivos, entoces se cumple
la siguiente desigualdad

a1 +az+- - +an
n

> Yaias -+ ay.

Nota:No es objetivo de este documento ofrecer demostraciones rigurosas de las
desigualdades conocidas, la mayoria de las pruebas usan técnicas avanzadas de
calculo y analisis funcional que escapan del interés de las olimpiadas.

Muchos de los problemas que se resuelven haciendo uso de (AM-GM) re-
quieren de una adaptacién ingeniosa de las expresiones algebraicas, veamos un
ejemplo.

Problem 5. Sean a,b,c > 0. Prueba que

a® b &
—+—+—=2>a+b+tec
bc  ca ab



Solution. Usando AM — GM tenemos que

3 3
af+b+cz3\3/a—~boc:3a,
be be
b3 /b3
— +c¢+a>3y—- c-a=3b,
ca ca
3 [.3
C——i—a—i—bZBS C—-a-b:i’)c
ab ab

Sumando estas desigualdades tenemos el resultado buscado. O

2.1 AM-GM ponderada.

Supongamos que ai, as, . ..a, son reales positvos y que mi,ma,...my, son en-
teros positivos, veamos que haciendo uso de (AM-GM) tenemos que
a+a+...a1+ax+ag+---+ax+---+a, tay,+---+ap
ma mo Mn,

my+mg + -+ my

1
mi+mo+-+mp
Z a1Q1 A1 A209 A9+ * Ay * * * Gp,

ma ma My

que podemos escribir como
mia1 + meas + ... Mpa,
my+mg+ -+ my
Este poderoso resultado es valido también cuando mqy,ms,...m, son reales
positivos.

1
> (aMal - - - gl ) FrFE

Inequality 2. (AM-GM Ponderada) Si ay,as,...,a, y wi,ws,...w, son reales
positivos, entoces se cumple la siguiente desigualdad

wia1 + waas + ... wWhan,
wy + wz + -+ Wy
Veamos un problema relacionado

1
Z (aiyl ag}Q I aﬁ”) witwgt-twn

Problem 6. Sean a,b,c > 0 tales que a + b+ ¢ = 1. Prueba que

a®bbc + albec® + atbc? < 1.

Solution. Usando la version ponderada de AM — GM tenemos que
a? +b? + 2 S

a+b+c

ab+ bc + ca S

a+b+c —

ac + ba + cb S

a+b+c —

(a“bbcc)ﬁ = a®+ 1% + ¢ > abct
1
(abbec®)aFeFe = ab + be + ca > a’bec?

(ab*c?) a7 = ac + ba + b > ab’c’



Sumando estas desigualdades tenemos que

a®b’c® + albec? 4+ ab?c® < a2+ b2+ +2(ab+be+ca) = (a+b+c) = 1.

O
2.2 Muirhead
La n-tupla aq,aq,...,a, se dice que mayoriza a la n—tupla by, bs,...,b, sise
cumplen las desigualdades siguientes
a; > b
a; +az > by + by
ai+as+...a, >b; +by+...b,.

Inequality 3 (Muirhead). Si aj,as,...,a, mayoriza a by, bs,...b,, entonces
para cualquier coleccion de reales positivos x1,xs, ..., T, se cumple que

Zm?1$g2 .. 'mfl" 2 szilmgz .. .l.l;inv

sim sim
donde las sumas estin tomadas sobre las permutaciones de x1,Ta, ..., Ty.

Problem 7. Sean a,b,c > 0. Prueba que

(a®b + b2+ c*a)(ab® + bc? + ca®) > 9a*b*c?.

Solution. Realizando la multiplicacion en el miembro izquierdo vemos que la
desigualdad es equivalente a

(a*be 4 brca + ctab) 4 (a0 + b33 + 3a®) > 6a%b%c? (1)

Dicha desigualdad es verdadera ya que tanto (4,1,1) como (3, 3,0) mayorizan a
(2,2,2) y podemos hacer uso de Muirhead.
O

El lector se estara preguntando por qué se ha incluido Muirhead en esta
seccion. Resulta que la desigualdad de Muirhead no goza de especial popular-
idad cuando se incluye en una soluciéon formal. La condiciéon de mayorizacion
garantiza que se puede aplicar (AM-GM) para probar el resultado. De hecho
la desigualdad de este ultimo problema sale directamente usando (AM-GM),
aunque no siempre es asi de sencillo. En general se recomienda Muirhead
cuando no somos capaces de encontrar la correcta aplicacién de (AM-GM) o
para pequenos resultados parciales que complementan una solucién mas elabo-
rada.



3 Cauchy-Schwarz, Holder

La desigualdad de Cauchy-Schwarz, junto con sus variantes, es una de las més
usadas en el mundo de las olimpiadas. Esta potente desigualdad es una her-
ramienta indispensable para cualquier resolutor profesional de problemas. El
caso donde se atane la igualdad la hace atin més especial. Veamos ahora las
formas mas comunes de su uso aunque es pertinente mencionar que existe un
caso general de esta desigualdad que escapa de el alcance de este documento.

Inequality 4 (Cauchy-Schwarz). Sean ai,aq9,...,a, y b1,be,...b, nimeros
reales, entonces se cumple la siguiente desigualdad

(af + a5+ +ap)(bf + b5+ +b3) > (aaby + agba + -+ + anbn)?,

la igualdad se alcanza cuando & = 2 = ... =
by b2

IS
=

=

n

Veamos dos aplicaciones sencillas de esta desigualdad.

Problem 8. Sean ai,as,...,a, nimeros reales. Prueba que

(a1 +az + - +an)?

(af+a3+-+ay) > -

Solution. Es consecuencia directa de CS, tomando todos los b; iguales a 1. O

Problem 9 (Nesbitt). Sean a, b, c nimeros reales positivos, entonces se cumple
que
a b c

b—|—c+c+a+a+b

3
> 2
-2

Solution. Veamos que CS implica que

«u+@+@+ayua+mmbic+cia+aib)zf

de donde
a+b+c a+b+c a+b+e

b+c¢ c+a a+b

9
> 2
-2

que es equivalente a

L L S
b+c c+a a+bd -2

que implica el resultado deseado. O



3.1 Dos variantes de CS

Vamos a ver a continuacion dos variaciones de CS, son bastante populares y se
deducen facilmente de la desigualdad original.

Inequality 5. Sean ai,as,...,a, y b1,ba,...b, numeros reales positivos, en-
tonces se cumple la siguiente desigualdad

(arby +asby + -+ anba) (- + 2 4o+ 75 2 (@1 +az 4+ a,)
1 2 n
la igualdad se alcanza cuando by = by = --- =b,.

Problem 10 (IMO 1995). Sean a,b, ¢ reales positivos tales que abc = 1. Prueba

que
1 1 1

a3(b+c) + b3(c+ a) + c3(a+b)

Solution. Veamos que

(%aQ(b+c)+1b2(c+a)+%02(a+b)> (1 1 1 1 +1 1 ) > <l+1+1)2

3
> 2
-2

b EaQ(b—Fc)—’—ng(c—&—a) cc(a+b) a b ¢
Desarrollando obtenemos que
1 1 1 (ab+bc+ca)?  ab+bc+ca _ 3
aS(b+c)+b3(c+a)+c3(a+b) ~ 2(ab+ bc + ca) - 2 25
en el dltimo paso hemos usado AM-GM. O

Inequality 6 (Variante Engel, Lema de Titu). Sean aj,as,...,a, ybi,ba,...by
numeros reales positivos, entonces se cumple la siguiente desiqualdad
2 2 2

a a a

(424t )b +bat - +bn) > (a1 +az+ - +an)?,

b1 b b
la igualdad se alcanza cuando Z—i = ‘g—; =...= ZT
Problem 11 (Tournament of the Towns 1998). Sean a,b,c reales positivos.
Prueba que
a? b3 3 +b+
L L c > a c
a?+ab+02  b2+bc+c? 2+ ca+ a? 3

Solution. Veamos que

o bt A (a2 + % + 2)?

a(a? + ab + b?) + b(b% + be + ¢?) * c(c® + ca+ a?) = a(a? 4+ ab+ b2) + b(b? + be + %) + ¢(c? + ca + a?)
(a® 4+ b% + ¢?)?
B a®+ 3+ 3+ abla+b) 4+ be(a+ ¢) + calc+ a)
(a® +b% + ?)?
(a+b+c)(a? + b2+ 2)
a? + v +c?
T atbte
A estas alturas rematar el problema es un mero tramite para el lector. O




3.2 Desigualdad de Holder

La siguiente desigualdad es una generalizacion de CS,

Inequality 7 (Holder). Seanay,azg,...,an;b1,ba,...bp;- - 521,22, .., 2y ndmeros
reales positivos, y sean g, Ap, - - ., A, reales positivos que suman 1, entonces se
cumple la siguiente desigualdad
(ay+-- ._|_an)/\a (b4 - .+bn)/\b (21t '+Zn))\z > ai\abi‘b e Zfz+~ . .+a:\lab7>;b e Z:;z.
1
5
Problem 12 (IMO 2001). Sean a,b,c reales positivos. Prueba que
a b
+ + >1

VaZz+8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

Solution. Veamos que usando la desigualdad de Holder,

)( Z a(a2+8bc)) > (a+b+c), (2

ciclico

CS es el caso de dos sucesiones y los dos pesos iguales a

(2 ) X o

ciclico
de donde solo resta probar que
(a+b4c)® > a®+ b+ ¢ + 24abe

que es equivalente a
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe

que es una bonita consecuencia de AM-GM. O

4 Reacomodo y Chebyshev

Esta seccién estd dedicada a dos desigualdades muy potentes, reacomodo y
Chebyshev, la segunda es consecuencia directa de la primera pero tiene una
estructura algebraica que suele ser muy util y muy frecuente.

Inequality 8 (Reacomodo). Sean a1 < as < - < a, yby <by < .-+ < b,
nimeros reales positivos, entonces para cualquier permutacion (c;) de los (b;)
se cumple las siguientes desigualdades

arby + agby - - + apby, > aicy +agca -+ ancy, > arb, + agby_1 - -+ anby.

las igualdades se obtienen cuando las sucesiones (a;) o (b;) son iguales a (¢;)
respectivamente.

Este potente resultado parece ser capaz de resolver todas las desigualdades
posibles, pero no es asi, en los ultimos anos la tendencia general es usar la
desigualdad de reacomodo como una herramienta para resolver pequenos pasos
de una solucién compleja. Resultados como a? + b? 4+ ¢? > ab + bc + ca, o
a+b%+c > a?b+b%c+c?a son consecuencia de esta desigualdad. Sin embargo,
los comités de seleccion de problemas son bastante cuidadosos de no escoger
problemas que sean aplicancion directa de reacomodo, algo que no pasaba hace
unos anos como veremos en el siguiente ejemplo.



Problem 13 (IMO 1983). Sean a, b y ¢ las longitudes de los lados de un
triangulo. Prueba que

a?b(a —b) + b*c(b — ¢) + c*a(c — a) > 0.
Determina cuando se obtiene la igualdad.

Solution. Veamos que usando la sustitucion de Ravi, a =z +y, b =y + 2,
¢ = z + x la desigualdad se convierte en

Z+y)’W+2)@—2)+W+2>c+2)y—2)+ (z+2)*(@+y)(z—y) >0

la sustitucién de Ravi es aparentemente artificial y a priori no estd claro que
siempre sea posible encontrar z,y, z. Le recomendamos al lector pensar en un
tridngulo cualquiera y su circunferencia inscrita.

Luego de desarrollar y simplificar la desigualdad anterior, es pesado pero no
méas de 10 minutos, llegamos a que es equivalente a

Bz ryde+ 2Py > ryz(e +y+2)

que a su vez es equivalente a

I2 y2 22

—+—=+—2z+y+z
Y z x

ahora veamos que (z2,y2,2%) y (1, %, 1) tienen el orden inverso, de donde

1 1 5 1
-ty -+ - =ctytz
x Y z
es la menor de las combinaciones posibles y por tanto esta tltima desigualdad

es verdadera y la igualdad se cumple cuando el tridngulo es equilatero. O

La siguiente desigualdad es también muy popular en el mundo de las Olimpiadas
de Matemadticas y es consecuencia directa de reacomodo, animo al lector a de-
mostrarla.

Inequality 9 (Chebyshev). Sean ai,as,...,a, y bi,ba,..., b, dos sucesiones
de nimeros reales positivos.

(i) Si las sucesiones tienen el mismo orden, entonces se cumple que

aiby +agba + -+ anb, a1+a2+"'+an'b1+b2+"'+bn
n n n '

(i) Si las sucesiones tienen el orden inverso, entonces se cumple que

aiby +agbs + -+ anb, a1+a2+"'+an.b1+b2+"'+bn
n n n '




Problem 14 (Rumania tst 1999). Sean ay,aq,...,a, enteros positivos distin-
tos. Prueba que

2n +1
a?4a34---+a> 3 (a1 +ag+ -+ an).
Solution. Sin pérdida de generalidad asumamos que a1 < az < - < @y, ¥

por tanto a; > ¢ para todo i. Podemos tomar entonces b; = a; —i > 0y la
desigualdad se convierte en

- "L nn+1)2n+1) _ 2n+1 /< n(n+1)
02+25 b > ( by 7)

que es equivalente a

n

ib?+2iibi22n3—i_lzbi. (3)
=1 i=1

i=1

Veamos ahora que
Qi1 >ai:>ai+1—i>ai—i:>ai+1—i—lZai—i:>bi+1 > b;.

Usando la deigualdad de Chebyshev tenemos que

n

2;& ZZ:L(Z;Z)(;Z)) = (n+1);bi > 2 ELS

i= 1=1

que demuestra (3) y ademés tenemos que la igualdad se cumple cuando todos
los b; son ceros, o sea, cuando los a; son una permutacién de (1,2,...,n). O

5 Desigualdad de Jensen

Para comprender bien esta seccién los conceptos de funcién convexa/céncava
tienen que estar bien claros.

Definition 1 (funcién convexa/céncava). Sea f : I — R una funcion continua.
Supongamos que

f(x);f(y) > f(x;y>

para todos x,y € I. Entonces f es una funcion convexra en el intervalo I. En
el caso del signo contrario f se dice céncava.

El siguiente lemma es la caracterizacién més comin para convexidad.

10



Lemma 1 (criterio de convexidad). Sea f : I — R una funcién continua y dos
veces diferenciable en el interior de I. Entonces f es convexa si y solo si

f”(:l?) Z O
para todo x en el interior de I. En el caso del signo contrario f seria céncava.

Para la mayoria de los estudiantes de bachillerato los conceptos de con-
tinuidad, diferenciabilidad, interior de un intervalo seran méas bien oscuros. De
momento lo méas pragmatico es asumir que siempre que evitemos divisiones
por cero, logaritmos de nimeros no positivos y comportamientos de este estilo
estaremos trabajando con funciones “buenas” que podemos derivar. Vamos ya
con la desigualdad.

Inequality 10 (Jensen ponderado). Sea f : I — R una funcidn convezxa. En-
tonces para cualesquiera x1,x2, T, € I y cualesquiera wy,ws, ..., w, reales no
negativos se cumple que

wy f(x1)Fwo f(z2)+- - Fwn f(2,) > (w1 +wa+-- ._,_wn)f(wl:z iiiﬂxn)

en caso de f ser concava la desigualdad se cumple con el signo inverso.

He decidido empezar con el caso mas general pero la relamente llamada
desigualdad de Jensen es cuando todos los pesos en la anterior son iguales y
suman 1.

Inequality 11 (Jensen). Sea f : I — R una funcidn convexa. Entonces para
cualesquiera T1,To, T, € I se cumple que

flx1) + flz2) + -+ f(2n)

n

Zf(x1+~7-l~+xn)

en caso de f ser concava la desigualdad se cumple con el signo inverso.

Problem 15 (Zuming Feng). Sean x,y, z reales positivos tales que x +y+ 2z =

xyz. Prueba que
1 1 1

1+xy+1+yz+1—|—zac

3
<2
— 4

Solution. Veamos que

I z z _Z
142y z4+ayz z+x+y+z SH+z

donde S =z +y + 2. Sea f(t) = g5 =1— S%—t es concava. Demuéstrenlo!!!
Por la desigualdad de Jensen tenemos que

pErrEe) MW +iG) Ty T oy + T
3 - 3 B 3 '

S+

El problema concluye notando que f (Lg“) =f (%) =

=
[

0|ty

11



6 Desigualdad de Schur

En esta seccion hablaremos de la desigualdad de Schur. Es bastante conocida
y por lo general un herramienta imprescindible para aquellos amantes de las
expresiones algebraicas densas, me explico. Existe cierto consenso general de
que casi todas las desigualdades pueden ser deducidas siguiendo los siguientes
pasos: homogeneizando(préxima seccién), desarrollando todo, pasando todos
los miembros a un lado y rematando con una técnica precisa para dividir la ex-
presion en desigualdades validas. En general la complejidad de la ultima parte
es es la que hace que esta estrategia no sea muy recomendable salvo que el at-
acante del problema sea un auténtico experto.

No obstante, la desigualdad de Schur tiene montones de aplicaciones e implica-
ciones que la convierten en una herramienta muy 1til. Tiene varias generaliza-
ciones asi que animamos al lector a revisar las referencias de este reporte.

Inequality 12 (Schur). Sea a,b, ¢ reales no negativos y sea r > 0. Entonces se
cumple que

a"(a—b)la—c)+ b (b—c)(b—a)+"(c—a)(c—b) >0,
la igualdad si obtiene si y solo si a = b = c ¢ dos son iguales y el tercero es cero.

Corollary 12.1. En la desiguladad de Schur desarrollando y reorganizando los
términos se deducen las siguientes desigualdades:

(i) r=1.
. x3+y3 —|—23—|—3xyz > x2y+xzz+y22+y2x+zzx+zzy.

eayz> (x+y—2)(y+z—-a)(z+z—y).
o (x+y+2)>3+92yz>4(x+y+2)(zy +yz + 22).

(ii) 7 =2.
e a* + bt +ct+abc(a+b+c) > adb+adc+b3a+ b3+ Ba+ b

Problem 16 (IMO 2000). Sean a,b, ¢ reales positivos tales que abc = 1. Prueba

que
(a—l—i—%)(b—l—k%)(c—l—&—%)gl

Solution. Hagamos las sustitucion a = £, b = £ y ¢ = Z con xz,y,2 > 0.

Desarrollando obtenemos que la desigualdad deseada es equivalente a
(2 —y+2)(y—2+2)(z —a+y) < ayz,

que es valida por el corolario previo. O

12



7 Normalizaciéon y homogenizaciéon

Expresiones homogéneas pueden ser normalizadas, es decir, aplicar restricciones
a las variables para simplificar el trabajo. Por ejemplo en la desigualdad

a®+ b+ = 3abe >0

podemos asumir que abc = 1 o que a + b+ ¢ = 1. Por qué, se preguntara
el curioso lector. La explicacién es la siguiente, supongamos que abc = k3,
consideramos a = kx, b = ky y ¢ = kz y nuestra desigualdad se convierte en

B4 y> 4+ 23 —3zy2) >0 2° +y° + 23 = 32y2 >0

que es la misma desigualdad pero ahora zyz = 1 - % -£ = 1. Animamos al lector

a que compruebe que podemos asumir que a + b+ ¢

— |

Problem 17 (USAMO 2003). Sean a,b, ¢ nimeros reales no negativos. Prueba
que

(2a+b+¢)?  (2b+c+a)?  (2c+a+b)? <8

202+ (b+¢)? 202+ (c+a)? 22+ (a+b)? —

Solution. La desigualdad es homogénea asi que podemos asumir que a+b+c = 3.
La expresién del miembro izquierdo se reduce a

(3 +a)? (3+0) (3+¢)?
262+ (3—a)?2 202+ (3-0)2 224+ (3—¢)?’

Notemos ahora que

33+a)?  a®+6a+9 8a+ 6
2a2 + (3—a)2  a2—-2a+3 (a—1)2+42
8a +6
<1+ a; = da +4,

sumando el resto de las fracciones obtenemos que

(B+a) (3+0)° B+o? _

1
~(da +4b+de +12) = 8.
3?1 (B—aZ T+ (B_0E 2@+ (3 _cp = zletabrier12)

O

Lo opuesto a normalizacién es homogeneizacién. Suele usarse cuando quer-
emos deshacernos de cierta restriccién que estd causando mas problemas que
resolviendolos o simplemente queremos trabajar con términos equilibrados que
por lo general son més inofensivos. Las tipicas sustituciones para homogeneizar
son del estilo a = i, b=2yc=Z cuando abc = 1,0 a = x+z+z, b= x+g+z
yc= T;_Z cuando a + b+ ¢ = 1. Sin embargo hay muchas conocidas y un
amplio margen a la creatividad para simplificar desigualdades y encontrar vias

de solucién que podriamos denominar casi que artisticas.

13



Problem 18 (Tournament of Towns 1997). Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos
tales que abc = 1. Prueba que
1 1 1

<1
a+b+1+b+c+1+c+a+1 -

Solution. Sea a =z, b =193 y ¢ = z>. Sabemos que zyz = 1, veamos que

23+ > ay(z +y)
1'3+y3—562y—56y220

(z—y)(a® —y*) >0

De donde,

a+b+1 23 +y3+ayz

zy(z +y) + ryz
TYz

zy(z+y+2)
r+y+z
De la misma forma obtenemos

1 < T
b+c+1 " z+y+=z

Y 1
< y .
cta+1 " x4+y+z
Sumando las tres obtenemos el resultado deseado. O

8 Lista de desigualdades y técnicas

Esta ultima seccién es simplemente una lista con desigualdades que no hemos
tratado en este reporte. Muchas tienen complejas generalizaciones, versiones
usando integrales, otras muchas quedaran fuera por olvido o desconocimiento
pero ya iremos actualizando esta lista dindmicamente.

Inequality 13 (Minkowski). Sean x1,22,...,Zn YY1, Y2, - -, Yn nimeros reales
positivos y sea p > 1. Entonces se cumple que

(ixf); i (iyfﬁ 2 (i(%‘wi)p)%

i= i=1 i=
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Inequality 14 (Bernoulli). Sear > 1 y x > —1. Entonces se cumple que
I+2)" >1+rx

Inequality 15 (Férmula de sumacién de Abel). Sean x1,%a, ..., Tn YY1,Y2, -« - Yn
numeros reales o complejos y sea

S;=a1+as+---+a; 1=1,2,...,n.

Entonces se cumple que

n n—1
> aibi = Si(bi — biy1) + Snbp.-
=1 =1

Inequality 16 (media aritmética, media geométrica y media harménica). Sean

T1,T2,...,T, Teales positivos, entonces se cumple que
n n
1 N E s 1
= Ti Z (sz) Z T~n 1
n - - = I
i=1 i=1 n i=1 x;
Inequality 17 (Huygens). Sean x1,Xa, ..., T, Y1,Y2s -« - s Yy P1, P2, - - - P NUMETOS

reales positivos tales que p1 + ps + ...p, = 1, entoces se cumple que

n

n n
[T +yor = =2 [T
i=1 =1

i=1
Inequality 18 (Suranyi). Sean x1,%a,...,%, reales no negativos, entoces se
cumple que
n n n n
(n— 1)me +oni > (Zml) (Zm?ﬂ)
i=1 i=1 i=1 i=1

Inequality 19 (Turkevici). Sean x,y,z,t reales positivos, entoces se cumple
que

x4 y4 + 2ttt 4 2xyzt > x2y2 + y222 + 222 + 222 4+ 2222 + y2t2.

Inequality 20 (Karamata). Sea f : I +— R una funcidn convera. Supongamos
que a1, as, ..., 0y, mayoriza a by, b, ...by,, donde ay,as,...,a,,b1,b2,...b, € I.
FEntonces se cumple que

flar) + fla2) + -+ + flan) = f(br) + f(b2) + -+ f(bn)

entonces para cualquier coleccién de reales positivos x1, xa, . .., x, se cumple
que
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9 Lista de Problemas

Problem 1. Sean a,b, c reales positivos tales que abc = 1. Prueba que

a

b ¢
+-4+->a+b+ec
b ¢ a

Problem 2. Sean a,b,c,d reales positivos tales que a + b+ c+ d = 4. Prueba
que

Problem 3. Sean a,b,c,d reales positivos tales que abc = 1. Prueba que
A+ +E>a+b+e

Problem 4. Sean a,b, c reales positivos. Prueba que

1 n 1 + 1 S 3
a(l4+b) bl4+c) e(l4+a) ~ 14abe

Problem 5 (Polonia 1995). Sea n un entero positivo. Calcula el minimo valor

posible de
2 3 n
$1+2+3+ +n’

donde x1,x2,...,x, son reales postivos tales que

1 1 1
—t+ — 4., — =n.
T1 T2 Tn

Problem 6 (USAMO 2001). Sean a, b, c reales no negativos tales que a* -+ b> +
c® + abc = 4. Prueba que

0<ab+bc+ca<2.

Problem 7. Sea p > 2 un numero real. Prueba que si a,b,c son reales no

negativos.
5 a3+pabc+ 5 b3+pabc+ 4/ b® + pabc <atbic
1+p 1+p 1+p

Problem 8 (Rusia 2004). Prueba que si n > 3 y x1,Z2,...,T, son reales
postivos tales que su producto es 1, entonces

1 1 1

+ 4+, >1.
14+z1+x129 1+ 29+ 2273 1+x, + 2,21

Problem 9 (APMO 1998). Sean x,y, z reales positivos. Prueba que

z z 20 +y+ =
()4 () (145) 22 )
Yy z x S/ xYz
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Problem 10 (USAMO 2002). Sean z,y, z reales positivos. Prueba que
(a®—a? +3)D° —b* +3)(c® = +3) > (a+b+c)?

Problem 11 (IMO 1996 Shortlist). Sean a,b,c nimeros reales positivos tales
que abc = 1. Prueba que

ab n be n ca <1
a®+b+ab B+S+be S+aS+ca T

Problem 12 (IMO 1975). Sean a1 < ag < -+- < a, yby < by < --- < by,
nimeros reales y sea (c1,ca ..., c,) una permutacion de (by,ba...,b,). Prueba
que

(a1—01)*+(az—b2)’+- 4 (an—bn)? < (a1 —c1)+ (a2 —c2)* +- - -+ (an —cn)*.

Problem 13 (IMO 1978). Sean aq,as, ..., a, enteros positivos distintos. Prueba

que
T L
2" 2 =172 n’

Problem 14 (IMO 1964). Sean a,b,c lados de un tridngulo. Prueba que
a?(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*(a+b—c) < 3abe.
Problem 15. Sean a,b,c > 0. Prueba que

a® 4+ 0%+ * 1,11
a3 T a b ¢
Problem 16. Sean a,b,c,d > 0 tales que a® + b* + ¢* + d*> = 4. Prueba que
a? b2 c? d? 4

btctd ctdta dtatd atbtc=3

Problem 17. Sean a,b,c,d > 0 tales que a+b+c+d = é+%+%+é. Prueba
que

2a+b+c+d) > Va2 +3+ VR +3+VA2+3+Vd+3

Problem 18. Sean a,b,c > 0. Prueba que

a b c
1/ 1/ 1/ <1.
4a+4b+c+ 4b—|—4c+a+ 4e+4a+b —

Problem 19 (Vietnam 1998). Sean x1, s, ..., T, reales positivos tales que

1 1 1 1
2111998 2 +1998 T 2 11998 — 1998

Prueba que

"7V5171932117n > 1998,

n —
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Problem 20 (Polonia 2005). Sean a,b,c > 0 tales que ab+bc+ca = 3. Prueba
que
a® + b3 + ¢ + 6abe > 9.

Problem 21 (Reino Unido 1999). Sean a,b,c > 0 tales que a + b+ ¢ = 1.
Prueba que
7(ab+ be+ ca) < 2+ 9abe.

Problem 22 (Macedonia 1999). Sean a,b,c > 0 tales que a® + b*> + ¢ = 1.
Prueba que

1
a+b+c+— >4V3.
abe
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