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En este documento resolveremos varios problemas de olimpiadas de matemaéticas

usando una técnica combinatoria conocida como Conteo Doble. Lo interesante
de esta técnica es que calculamos cardinalidades de conjuntos, o sea contamos,
para conseguir un objetivo que no esta relacionado directamente con contar!!!
Béasicamente tendremos un conjunto A que dependera del problema y de la in-
formacién que tenemos y calcularemos dos expresiones o cotas para |A|. Esto
nos permite convertir informacién combinatioria en expresiones algebraicas rel-
evantes para el problema.

1 Matriz de incidencia

1.1 Contando 1’s.
Comencemos con dos ejemplos sencillos.

Problem 1. Sean Ay, As, ..., Ag subconjuntos de S = {1,2,...,8}. Supong-
amos que cada A; tiene 4 elementos y cada elemento de S pertenece exactamente
am de los A;. Encuentra m.

Sol: Dibujemos una matriz de incidencia con 6 filas, una para cada subcon-
junto, y 8 columnas una para cada elemento de S. En dicha matriz la entrada
a;; = 1 si el elemento j pertenece al subconjunto ¢ y a; ; = 0 en otro caso.

1 2 8

Ay a1 ai2 ... aig
Az az;1 az2 ... d4azsg
Asg ae,1 A2 ... 0468

8 6
Sean x; = Zj:1 a;; Y Y; = ».,—q Gi,; las sumas por filas y por columnas. De las

condiciones del problema sabemos que x; = 4 paratodoi=1,2,...,6 yy; =m
para todo j = 1,2,...,8. Sabemos que la suma total es la misma, por tanto
6 8
24:4-62;1:1»:Zyj:8~m,
i=1 j=1
de donde 3m =24 y m = 3. O

Problem 2. En cierto comité, cada miembro pertenece a 3 subcomités y cada
subcomité tiene 3 miembros. Prueba que el numero de miembros es igual al
nudmero de subcomités.



Sol: Dibujemos una matriz de incidencia con n filas, una para cada miembro,
y m columnas una para cada subcomité . En dicha matriz la entrada a; ; = 1
si el miembro ¢ pertenece al subcomité j y a; ; = 0 en otro caso.

comite; comites comite,,
miembros a1 a1,2 . a1,m
miembroa az1 a2 2 . a2 m
miembroy, Qn,1 Qp,2 AN An,m

m n
Sean w; =} i1, @i j Y yj = )i, ai,j las sumas por filas y por columnas. De las

condiciones del problema sabemos que x; = 3 para todoi=1,2,...,ny y; =3
para todo j = 1,2,...,m. Sabemos que la suma total es la misma, por tanto
n m
3n = Zml = Zyj = 3m,
i=1 j=1
de donde n = m. O

1.2 Contando ternas.

Lo que hemos hecho en los dos ejemplos previos es contar pares de la forma
(elemento, conjunto) donde el cojunto contiene el elemento. Esta tiene varia-
ciones importantes como por ejemplo contar ternas

(elemento, conjunto, conjunto),
donde el elemento pertenece a la interseccién de los conjuntos o ternas
(elemento, elemento, conjunto),

donde ambos elementos pertencen al conjunto.

Problem 3. (IMC 2002) En cierta olimpiada participan 200 concursantes. Hay
6 problemas por resolver. Se sabe que cada problema fue resuelto por 120 con-
cursantes como minimo. Prueba que existe una pareja de concursantes tal que
entre ambos lograron resolver los 6 problemas.

Sol: Dibujemos una matriz de incidencia con (230) filas, una para cada pareja

de concursantes, y 6 columnas una para cada problema . En dicha matriz la
entrada a(; ;) = 1 si al menos uno de los concursantes ¢, j consiguié resolver el
problema k, a; jy, = 0 en otro caso.

problemay problemas problemag
crez a(1,2),1 a(1,2),2 .- a(1,2),6
cics a(1,3),1 a(1,3),2 e a(1,3),6
€199€200 4(199,200),1 @(199,200),2 ---  1(199,200),6



Sea
6
Tij = Za(i,j),k;
k=1
donde 1 <17 < 5 <200, la suma por filas y sea
Yk = Z QA(i,5),k>
1<i<5<200

donde 1 < k < 6, las suma por columnas.

Denotemos por NV la suma total de la matriz y asumamos que ninguna pareja de
concursantes consiguié resolver los 6 problemas lo que es equivalente a x; ; <5
para todos 1 <14 < j < 200. De donde

200
N = E i <
L Tij = 5( 2 ) (1)
1<i<j <200

Por otra parte cada problema fue resulto por al menos 120 concursantes, lo que
implica que como mucho 80 concursantes no resolvieron dicho problema. Esto

se traduce en que a lo sumo (%) parejas tienen un 0 en la entrada de la matriz

respectiva a ese problema, de donde y;, > (220) — (820), entonces

- gonea(()-(2)

Combinando (1) y (2),

200 200 80 0 200
5 > N > 6 -(5))=¢ 0) > — 18960 > 19900,
2 2 2 2 2
que es absurdo por tanto nuestra afirmacién es falsa y concluimos que al menos

una pareja de concursantes consiguié resolver todos los problemas. O

Problem 4. (USA TST 2005) Sea n un entero mayor o igual que 2. Dado un
entero positivo m, sea Cp, = {1,2,...,mn}. Supongamos que existe un conjunto
de 2n elementos T tal que:

(a) cada elemento de T' es un subconjunto de Cy, con cardinal m,
(b) cada par de elementos de T comparten a lo sumo 1 elemento de Cy, y

(c) cada elemento de C,, estd contenido en exactamente 2 de los elementos

de T.
Determina el mdximo valor de m en funcion de n.

Sol: Sea T = {51,53...,52,} los subconjuntos de C,, que conforman T.
Dibujemos una matriz de incidencia con (22") filas, una para cada pareja de
elementos de T, y mn columnas una para cada elemento de C,,. En dicha



matriz la entrada a(; ;) = 1 si el elemento k pertenece a los subconjuntos S; y
Sj, agijy,k = 0 en otro caso.

1 2 mn
5152 a(1,2),1 a(1,2),2 . a(1,2),mn
5185 @(1,3),1 @(1,3),2 a @(1,3),mn
San—1c2n a(2n—1,2n),1 @(2n—1,2n),2 --- @(2n—1,2n),mn

Sea.
mn
LTij = Za(z‘,j),k;
k=1
donde 1 <i < j < 2n, la suma por filas y sea

Uk= Y. ik

1<i<j<2n

donde 1 < k < mn, las suma por columnas.
Denotemos por N la suma total de la matriz, (b) implica que z; ; < 1, de donde

v Y aus(3) )

1<i<j<2n

Por otra parte (c¢) implica y, = 1, entonces
mn
N = Z Y = mn (4)
k=1

Combinando (3) y (4),

2
(;)ZN:mn:Qn—IZm,

Ya tenemos una cota superior para m para concluir que es el maximo tenemos
que encontrar una configuracion que cumpla las condiciones del problema con
m = 2n—1. El ejemplo es espectacular!!!, consideremos 2n rectas en el plano en
posicion general, esto es, no hay 3 colineales y no hay 2 paralelas. Cada recta es
intersectada por exactamente 2n — 1 rectas, consideremos C},, como el conjunto
de los (22") = mn puntos de interseccion de dichas rectas y sea S; el cojunto de
estos puntos que pertenece a la [-ésima recta, 1 < [ < 2n. Es facil ver que se
satisface (a), en efecto, S; C C, ¥ |S;| = 2n — 1 = m para todo 1 <1 < 2n.
La interseccién de cualesquiera de estos subconjuntos es exactamente un punto,
por tanto se satisface (b). Por ultimo cada punto estd en exactamente dos rectas

por tanto se satisface (c). O



1.3 Desigualdad de Jensen

Como hemos visto usualmente contamos pares de 1’s, por tanto la funcion
f(n) = (3) suele aparecer con frecuencia. La extensién de esta funcién a los
1

reales f(r) = 52(z—1) es convexa. Usando la desigualdad de Jensen obtenemos

flar) + flaz) + ... flan) = nf(W>

ai1tas+...an <a1+a2+.-»an _ 1)

(5)(2) (5)
(a;) . (a22> (a;) N (a1+a2+...an)(g;+a2+...an—n)

No obstante esta cota no siempre es la mejor posible ya que la igualdad se
alcanza cuando a; = W para todo 7, lo cual puede no ser posible debido
a que los a; tienen que ser enteros. Usando este ultimo hecho, podemos ajustar
la desigualdad usando la Desigualdad de Karamata o simplemente discretizando

() () ()2 ( ) ()

donde a1 + as + ...a, = nk 4+ r con k,r enteros tales que 0 < r < n.

Problem 5. (IMO 1998) En una competicion hay a concursantes y b jueces con
b > 3 impar. Cada juez califica a cada concursante como ”aprobado” o ”sus-
penso”. Supngamos que k es tal que para cualesquiera 2 jueces, sus calificaciones

coinciden a los sumo en k concursantes. Prueba que § > b;bl.

Sol: Dibujemos una matriz de incidencia con (12’) filas, una para cada pareja

de jueces y a columnas una para cada concursante. En dicha matriz la entrada
ag,jy,k = 1 silos jueces 4,j le dieron la misma calificacién al concursante k,
agi ),k = 0 en otro caso.

Cc1 Cc2 Ca
J1g2 a(1,2),1 a1,2),2 -+ A(1,2)a
Jijs a(1,3),1 am,3),2 .- a(1,3),a
Jo—1Jb Ab-1,b),1 Ab-1,6),2 --- C(b-1b),a

Sea
a
Tij = Za(i,j),ka
k=1
donde 1 <17 < j < b, la suma por filas y sea

Yk = Z Q(i,5) ks

1<i<j<b



donde 1 < k < a, las suma por columnas.
Denotemos por N la suma total de la matriz. Sabemos que dos jueces cua-
lesquiera coinciden en a lo sumo k concursantes, de donde z; ; < k vy,

N= ) xj§k<l2)) (7)

1<i<j<b

Para cada 1 < k < a sea t; la cantidad de jueces que ”aprobaron” al concursante
¢k, esto implica que (b — tx) jueces lo suspendieron, de donde la cantidad de

parejas de jueces que coincidieron en la calificacién del concursante ¢y es (tQk ) +
(b*tk

5 ) y combinando (6) con el hecho de ser b impar obtenemos que,

(5)(3")=(3)=(%)

sumando ahora por filas y usando este ultimo resultado

B () (F) -

k=1

combinando (7) y (7), obtenemos el resultado deseado. O

1.4 Conexién con grafos

Existe una conexién natural, bastante intuitiva, entre la matriz de incidencia y
los grafos. Un grafo no es mas que un par de conjuntos G = (V, E) donde V
estd formado por elementos que llamamos vértices y E es un conjunto de aristas
que son de pares (v;,v;) con v;,v; € V. La cantidad de aristas que inciden en
el vértice v se denota por d(v) y la cantidad total de aristas del grafo no es mds
que |E|. Todo grafo es representado por una matriz de incidencia de la siguiente
forma

U1 V2 Un
v1 a1 a2 ... Q1n
v2 a1 a2 ... 0G2n
Un ap1 An2 ... Gpn

donde a; ; = 1 si existe una arista conectando los vértices v; y v; y a;; = 0 en
otro caso.

Esta relaciéon permite atacar problemas de conteo doble desde el punto de vista
de grafos, sean problemas estrictamente de grafos o problemas que tienen una in-
terpretacién a través de los grafos, como el siguiente ejemplo que es especialemte
bonito.

Problem 6. (IMO 1989) Sean n,k enteros positivos y sea S un conjunto de n
puntos del plano tales que



(i) S no contiene 3 puntos colineales

(ii) para cada punto P € S existen al menos k puntos de S que equidistan de
P.

Prueba que k < % + v 2n.
Sol: Consideremos el siguiente grafo bipartito G = (U, V),

vpl »P2
Up, Up,ps3
Up, Up1,pa
° L
° L]
. .
uPn vpn— 1,Pn

donde cada vértice en U representa un punto y cada vértice en V representa
una pareja de puntos y existe una arista conectando up, con vy, ,, si el punto
P, equidista de P; y P}, o lo que es equivalente P, pertence a la mediatriz de
P P;.

Sabemos que para cada punto P, existen al menos k puntos que equidistan de
él, por tanto P, pertence como minimo a la mediatriz de (’2“) segmentos, lo que

implica que d(up,) > (12“), sumando los grados de los vertices en U obtenemos

|E|, de donde
~ k
Bl = d(un,) = n(2> (9)
=1

Por otra parte, para cada pareja de puntos P;, P; en la mediatriz de P; P; puede
haber a lo sumo 2 puntos de lo contrario habrian 3 puntos colineales, de donde
d(vp, p,) < 2 para todo 1 < i < j < n, lo que implica que

n
Bl= Y ) =2(3) (10)
1<i<j<n

Combinando (9) y (10) obtenemos que

(5) =2(5)
k(k—1)<2(n-1)
E—k+2<2n



de donde k? — k + i < 2n y finalmente k — % < V2n.

Se deja al lector elaborar una solucién usando la matriz de incidencia.



2 Lista de Problemas

Problem 1. (Rusia 1996) En cierta ciudad hay 1600 delegados que han for-
mando 16000 comités de 80 personas cada uno. Probar que podemos encontrar
2 comités con al menos 4 miembros en comin.

Problem 2. (China 1993) Un grupo de 10 personas asiste a una libreria a
comprar libros. Se sabe que:

1. Cada uno compro 3 libros

2. Para cualesquiera 2 personas, existe al menos un libro que compraron
ambos.

Cudl es el menor nimero de personas que podria haber comprado el libro que
mds personas compraron.

Problem 3. (IMO 2004 shorlist) En cierta universidad hay 10001 estudiantes.
Algunos estudiantes se unen para formar clubs(un estudiante puede formar parte
de varios clubs). Algunos clubs se unen para formar sociedades (un club puede
pertenecer a varias sociedades). Hay un total de k sociedades. Supongamos que
se cumplen las condiciones siguientes:

1. Cada par de estudiantes pertenece a exactamente un club.

2. Para cada estudiante y cada sociedad, el estudiante pertenece a exacta-
mente un club de dicha sociedad.

3. Cada club tiene un nimero impar de estudiantes. Ademds, un club con
2m + 1 estudiantes pertenece a exactamente m sociedades.

Encuentra todos los valores posibles de k.

Problem 4. (Hong Kong 2007) En una escuela hay 2007 ninos y 2007 ninas.
Cada estudiante pertenece a no mds de 100 clubs de la escuela. Se sabe que
cada pareja de nino y nina tiene por lo menos un lcub en comiun. Prueba que
existe un club con al menos 11 ninos y al menos 11 ninas.

Problem 5. (Iran 1999) Sean C1,Cs,...Cy,  (n > 2) circunferencias de radio
1 en el plano donde no hay 2 de ellas tangentes y donde el conjunto formado
por la union de estas circunferencias es conexo. Sea S el conjunto de los puntos
que pertenecen a al menos dos de estas circunferencias. Prueba que |S| > n.

Problem 6. (Canadd 2006) En un arreglo rectangular de reales no negativos
con m filas y n columnas cada fila y cada columna contiene al menos un ele-
mento positivo. Ademds, si una fila y una columna se intersectan en un elemnto
positivo, entonces la suma de sus elementos es la misma. Prueba que m = n.

Problem 7. (France) En un encuentro internacional conn > 3 participantes se
hablan 14 idiomas. Sabemos que cualesquiera 3 participantes hablan un lenguaje
comun y que ningun lenguaje es hablado por mds de la mitad de los participantes.
Cudl es el menor valor posible de n.



Problem 8. (China TST 1992) En una competencia de matemdticas participan
16 estudiantes. Cada problema es de opcion multiple con 4 opciones. Luego
de certamen se conoce que cualesquiera 2 estudiantes tienen a lo sumo una
respuesta en comun. Determina el mdximo numero de preguntas.

Problem 9. (Iran 2010) Sea S un conjunto de n puntos del plano donde no
hay 3 colineales. Prueba que el nimero de triangulos de drea 1 cuyos vértices
pertenecen a S es menor o igual que %(n2 —n).

Problem 10. (Ibero 2001) Sea X wun cojunto con n elementos. Dado k > 2
subconjuntos de X, cada uno con al menos r elementos, prueba que siempre
n

podemos encontrar 2 cuya interseccion tiene al menos r — 4(,@751) elementos.

Problem 11. (IMO 2001) En una competencia de matemdticas toman parte
21 ninos y 21 ninas. Se sabe que:

1. Cada concursante resolvié a lo sumo 6 problemas.

2. Para cada par formado por un nino y una nina existe al menos un prob-
lema que fue resuelto por ambos.

Prueba que existe un problema que fue resuelto por al menos 3 ninos y al menos
3 ninas.

Problem 12. (IMO 2005) En una competencia de matemdticas hay 6 prob-
lemas propuestos. Cada par de problemas fue resuelto por mds de 2/5 de los
estudiantes. Nadie resolvid los 6 problemas. Prueba que hay al menos 2 estudi-
antes que resolvieron 5 problemas cada uno.
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